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Fic Geometrie im engeren Sinne Itcdarf zu ib- 
[ reu Konstntctioneu zweier lustrumente, des Zir- 
l.lcels und des Lineals. Ein italienischer Mathema- 
ttiker, Matcheroni, liat auf eine scharfsiiuitge Weise 
ftj^zeigt°), dafB alle ^eomctrisvLen Aufgaben mit- 
telst des Zirkels allein gelöst werden künuon. 
Andererseits ballen in der neusten Zeit einij^e fran- 
zösiscbc Mathematiker auf zahlreiche Aufgaben 
au6nerksam gemacht, deren Lüsimg nur die Hülfe 
des Lineals, oder das Ziehen gerader Linien zwi- 
schen gegebenen Punkten, erfordert. Ja es haben 
Eiuigc sogar schon die A'ermiitbuni^ ausgesproohenj 
dar» mittelst des Lineals alle Konstructionen aus- 
führbar seien, sobald in der Ebene irgend ein fe- 
ster Iliilfskreis gegeben ist. Die vorliegende kleine 
Schrift bat zmn Zweek, diese A'ermuthung zu be- 
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2 Einleiiende Uebersirlil. $. t. 

stütigen. Und zwar wird dieser Zweck leicliter 
errctclit, als ich anfangs glanlitu nnd als es, nach 
dem Umrauge des Gegenstandes, den Anschein 
lititle. Denn, wirft man einen strengen Ulick anf 
die gesoininten Konstnictioncn, wie sie in der ge- 
wöhnlichen Geometrie, beim freien Gebrauch des 
Zirkels und Lineals vorkommen, so eicht man, 
tlafs sie, die Fälle aiisgenonnnen, wo das Lineal 
allein genügt, im Gmnde nur auf den folgenden 
ZV ci Ilnuptkon&tructionen : 

a) .,die Durchschnitte einer Geraden 
und eines Kreises" luid 

b) jidio Durchschnitte zweier Kreise su 
finden", 

benihen, so zu sanun enge setzt sie ii})rigen9 auch 
Bein niügcn. Für die gegenwärtigeo beschriinkte- 
rea Hiilfsmittel zeigte es sich, duPs von diesen 
Twei Aufgaben die erste allein als lliiuptaufgahe 
sich geltend macht, dafs also die Lösungen aller 
Aufgaben auf der einzigen Hauptaufgabe: 

A) „die Durchschnitte einer Gera» 
den und eines Kreises zu finden", 
benihen, indem auch die Torstchcnde andere Auf- 
gulic (b) anf diese zurnckgcf^Üii't werden nmfs und 
kann. Der Umstand aber, dafs die Durchsdinitte 
(«iner Gerailen und des gegelienen Uülfskreises nn- 
mittelbar gegeben sind, bewirkt, dafs man zunächst 
die folgenden, häufig vorkoimnendcii und ihrem 
AVc'sen nach die meisten Elenientaruntgabcn um- 
fassenden Uiilfsaufgabcn: 

c) „parallele Gerade zu ziehen"; 

d) „der GrüTse nach gegebene Gerade 
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f) 



Einleitende Ueliersicht. 3 

Iteliebif; zu vervielfachen oder In be- 
liebig viele gleiche Theilo zu thei< 
len"; 

einander rechtwinklige Gerade 
zu ziehen"; 

„durch einen fi^e^cbenen Punkt, eine 
Gerade zu zii;ben, die mit einer ge- 
gebenen Geraden einen Winkel ein- 
chliefst, welcher einem der Grofse 
und Lage nach gegebenen Winkel 
gleich ist"; 

g) „einen gegebenen Winkel «o hälften, 
oder beliebig oft zu vervielfachen"; 

li) „an einen gegebenen i'nnkt, nach be- 
liebiger Richtung, eine Gerade anzu- 
legen, welche einer der GröTae und 
Lage nach gegebenen Geraden gleich 



leicht lösen kann. Die Art und Weise, wie diese 
Aufgaben gelöst werden, weicht natürlicherweise 
von der ui der Geometrie ithlichen ganz und gar 
ab, und zwar dergestalt, dar» hier einige von die- 
sen Aufgaben dazu dienen, die obigen zwei Haupt- 
aufgaben (a), (b), oder viehnebr die einzige Uaiipt- 
mifgabe (A) luiter allen Umstäuden zu läsen, also 
auch die Durchschnitte einer Geraden und eines 
nur der Lage und Grürse nach gegebenen Kreises 
(d. h. nur der Mittelpunkt und der Badins sind 
gegeben, der Kreis selbst nicht gezeichtict) zu fin- 
den; statt dafs dort jene mittelst dieser gelöst 
, werden. 

es mir gelmigen sei, den vorgestecklen 
A2 



4 EinleilenJB UeNersicht. J. J: 

Zweck auf die einfachste Weise zu crrcidicn, Teit 
nia^ icli nicht zu eii tscli eitlen , auch bin ich nicht 
eiunial ülicrzeugt, oli selbst bei ilem von i 
geschlagenen Weg überall die bequemsten Koi 
stnictionen augcnendet worden sind oder nicht 
Wenn indoBseu der Gegenstand einiges Interesg 
eiTegcu Boille, so wird, bei dem eifrigen Betriehfl 
der Geometrie in unserer Zeit, das Fehlende bald 
von Andern ergänzt werden, und ich dürfte dann 
wohl auf einige Nachsicht rechnen. 

Sind die Matc/iere/irscben Konstmctionen fiir 
die Mechaniker und besonders zur Anferti^ng' 
astronomisch er Instnnnente von grofsein Vorlheil, 
wie er bebanptet, so dürften dagegen die gegen-' 
wärtigen für die Ingenieurs und Feldmesser 
nicht geringerem Nutzen sein, worüber ich jedoch 
von diesen letztern selbst das sachverständige Ur- 
theil erwarten will. 

*. 2. 

Die Sätze und Eigenscbaften der Figuren, auf 
welchen die Losungen der vorgenannten Aufgab 
(^. I.) bendien, sind unter andern tbeils im ersten 
Theil der ,, Systematischen Entwickeinng 
der Abhängigkeit geometrischer Gestal- 
ten von einander" und tbuils in der Abhandlung 
„Einige geometrische Betrachtunge 
(Jonmal tiir Mathematik, IJd. I. 8. 161.) enthal- 
ten, 80 dafs also, mit Beziehung auf dieselben, die 
vorgelegten Aufgaben auf einem Baume von wenig 
{leiten erledigt wenlen könnten. Aliein da dos 
gegenwärtige Werkchen leicht in Vieler Häuüi 
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■ kommen kaun, welche jene Sclirifteii nicht besilze», 
W Bo hielt ich es fiir zncckitiärttlg, jene Siitze nnd 
Eigenschaften hier kiirz zu wiederholen, wobei 
idi mich bemühte, sie so elementar als möglich 
darzustellen. Uiescingeiniirs besteht die gegenwär- 
tige Arbeit aus drei Kapitehi, die folgenden lu- 
halts siml: 
Erstes Kapitel. Einige Eigenschaften gcnul- 
liaiger Figuren, in Rücksicht auf Tranavers ii- 
Icn, harmonischo Strahlen und riuiktc; Kon- 
stnictionen mittelst des Lineals allein, unter 
bestimmten A'oranssetziiugcu, d. b., nenn ent- 
weder parallele oder in gegebenem Verhält- 
nifs getheiite Gerade gegeben sind, so lassen 
sich andere der Grürse und Lage nach gege- 
bene Gerade beliebig ver\-ielfacbon und theilen, 
und andere Parallülo ziehen (so wie auch 
rechte Wbikel halften und beliebige gegebene 
Wiidtel vervielfachen). 
. Zweites Kapitel. Vom Kreise. I. Harmo- 
nische Eigenseliaftcn des Kreises. II. Von 
den AelniUcIikcitsp unkten (oder l'rojcctions- 
punkten) zweier und iiicbrercr Kreise. 111. Von 
der Potenz bei Kreisen; A. Ort dergleichen 
Potenzen ; B. gen leiuschnft liebe Potenz, In 
Beziehung auf die Aehnlichkeilspuukte, 
F-Drittes Kapitel. Lösung aller geonietrisvbeu 
Aufg^en mittelst des Lineals, wenn irgend 
ein fester Ilülfskreis gegeben ist; enthaltend 
die obigen acht Aufgaben ((. 1, a bis h). 
Schlursbeinerkung. 
Aufserdcm werden iu einem Anhange noch einige 



L {. 2. Eialeilendc Ueberaichl. 
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weseiitlicbe Aufgaben iilicr Kegelschnitte aufg» 
etclU, welche als zneckmüTsif^e Beis[iiele der An- 
weniUing der gcgcuwärttgen Methode dienen eollco 



Erstes Kapitel. 

Kinige EigoDsdiaften geradliniger Figuren und darauf ge- 
gründete Konstructioneo mittelst des Liiieali allein. 



I. Hai-monisdie Siraiilcn und Punkte, 
I Transversalen. 

§.3. 

I. Eb sei ABC (Fig. 1) ein beliebiges Dt» 
eck; aus der Spitze B gehe der Strahl A äurdk 
die Mitle b und der Strahl d parallel der G 
linie AC. Zieht man durch die Mitte b der GninA 
linie irgend euie Gerade, oder Transversale i 
Bo wird diese von den zwei Seiten a, c und t«I 
den Strahlen ö, d in den vier Punkten a, fc, Cj'' 
so gesclmitten, dafs 

-ib : Ab = üb : tib (weil ifl^b ~ iaÄb), 

Cb : Ab = (b : cb (weil icC^ «• ^^Bt)t 
folglich, weil Ah = C\i : 

ab : ab = cb : cb 
oder 

cb : bt = Qb : cb 
das heif&t: die Strecke ab wird so in drei AbschnitlB 
gctheilt, dara sich der erste ab zum zweiten 6t, v 
die Ganze ab zum dritten cb verhalt. 

Vermöge dieser Eigcnschuft wenlcn die vi 
Puuklc a, b, c, b „vier hurmouiechc PunktOL 
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■ genannt, nnd zvar beirsen a und c, so vic 6 und 

^b ,, zugeordnete liarmonificlto Punkte". 

Eben so wenlen die vier Sfrablcu a,6,c,ti „vier 

harmonisclie Strahlen" lunl e^owoIiI a und e, 

als 6 und d „znt^eordnctc IiurnioniBclie 

LStrablen" genannt. 

II. Werden iHe Strahlen a, 6, c, d als fest 
' und unbegrenzt angenuumien, bo thcileu sie nicht 

allein jede Transversale, «eiche durch den P\tukt 
t geht, harmonisch, sondern es vird oflciil>ar jede 
beliebige Transversale von ihnen iti vier hannoni- - 
scheu Punkten geschnitten; denn in welcheni Punkte 
eine solche Transversale auch dem Siralile b be- 
gegnen mag, so kann inui immer durch denselben 
eine Gcraile sich denken, die der jiC purnllel ist, 
und sodann deu vorstehenden Beweis anwenden. 
Ist insbesondere die Transversale mit einem der 
vier bannoniscben Strahlen o, ^, c, d parallel, wie 
zum Ileispicl AC mit rf, so liegt der Punkt 6, in 
Tvelefaem sie den, dem Parallelstrahl d zugcordne- 
ten, barmoniBchen Strahl 6 schneidet, Ju der Alitte 
vswisvlien den zwei Punkten a und t, in wolchca 
j von den zwei übrigen Strahlen a und c gcschnit- 
n nird ; und umgekehrt : findet das L<etztere statt^ 
» ist die Transversale mit jenem Strahle parallel. 
Werden andererseits die vier hannonischen 
punkte (i, b, c, b als fest angenomineo , so folgt 
äbn lieberweise, dafs jede vier Stralilen a, &, c, c/, 
velche von irgend einem beliebigen Punkte It aus 
durch dieselben gehen, vier harnioniscLo Slrah- 
1 sind. 

III. Es ist leivbt zu scheu, dafs, vcdu drei 
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g I. Kap. Eigenscli. geraillinigei Figuren, J. 3, 

Stralilen (die ditrch einen Punkt pcben) f^e^cbcu 
einü, vovon zwei aU zugeorduet anf^cnoinmen wer- 
ileu , alstlanii nur ein eiiiziffer bcstimuiter Strahl 
möglich ist, welcher zu dem dritten Strahle zn^- 
ordnetcr hannonischoi- Strahl ist. Denn sind z. B. 
die drei Strahlen a, c-, «/gegeben, und soUcn etra 
a lind c zugeordnet sei», so denke man Eich ir- 
gend eine Geradere parallel dem dritten Stralilff 
rf, so muCs der vierte, dcui rf zugeordnete Strahl 
6 durch die Mitte i der Geraden ^C gehen, und 
ist also genau bestimmt. Oder durch irgend einen 
Punkt des dritten Strahls, wie etwa durch den 
Punkt b des Strahls 6, wenn die drei Strahlen o, 
6, c ala gegeben und a und c als zugeordnet t 
genommen werden , denke man sich eine GeiWe 
JlC zwischen a und c so gezogen, dafa sie durch 
jenen Punkt b gchülftet wird, so wird alsdann der-> 
jenige Strahl </, welcher der Geraden jIC paral* 
lel ist, der einzig mögliche, dem & zugeordnet^ 
yiertc harmonische Strahl sein, Aehnhches gOt 
von vier harmonischen Punkten a, b, (, b. 

IV. Wenn insbesondere das Dreieck uiBG. 
gleichschenklig ist, nümlich BA = BC, so wiH 
der Stialil li, da er durch die Mitte b der Grunde 
liniere geht, auf dieser, so wie auf deoi Strahl* 
df senkrecht stehen und mit den Strahlen a und 
gleiche Winkel cinBchlicfsen, so dafs AVinkcl (o^) 
= {fic)\ und daher nmTs auch d mit n und c glä* 
che Winkel {ad) = {de) bilden. Das heifst: 

„Wenn von vier harmonischen Strahl 
leu n, j, c, dy einer, etwa ^, mit zwei aich 
angeordneten a nnd c gleiche Winkel b)i< 



i. Harmonitche Elemenla und Transversalen. Q 

et, so findet ila&scll>e auch bei seinem 
tn^^eorilDeten Strahle li statt, und heida 
Strahlen, 6 und d, stehen zn einander 
rechtirinklig; und umgekehrt: wenn hei j 
vier hannonisohci] Strahlen zwei zug 
«rdnete Ä und rf zu einander rcchtwiiikli^i; 

iud, so hülften sie die von den zwei 

brigen Strahlen a, c eingeschlossenen 

VinkeL- 

f 4. 
Irgend vier Gerade«, c, «1,^1 (Fig. 2.) in einer I 
Ebene, die einander, im Allgemeinen, paameiee in 
«ecbs Punkten j1, C, F, Gf, ff, I scimeidcn, 
BiTsen „volIständigeB Vierscit". Ein aol- 
'«hes Vierscit hat, wie muu sieht, drei Diagonalea 
AC, GP, HI, die sich in den drei Punkten B, 
J), E schneiden. Es lüFst sich leicht zeigen, tlafs 
diese drei Diagonalen einander harmonisch schnei- 
den, näinlicb wie folgt. 

Deidft man sich zu den drei Strahlen o, e, d 
den vierten, dem d zugeordneten, harmonischea 
Strahlt, und eben so zu deu drei Strahlen«,, c,,d,, 
den vierten, dem d, zugeordneten, hannoniechcu 
Strahl^,, so mufs jeder der zwei Strahlen £, i^ , die 
Diagonale ACD in demjenigen Punkte B schnei- 
tdcn, welcher zu den gegebenen drei Punkten A, 
C, D der vierte, dem D zugeordnete, harmonische 
Pmikt ist ($. 3.); eben so müsse» beide Strahlen 
, Ä, die UiHf:;onaIo UIE in demjenigen Punkte B 
«chneide», welcher zu den drei Punkten //, /, E 
der vierte, dem E zugeordnete, harmonische Punkt 



)(j I. Kapil. Ligensch. geradliniget Figurtii. §.5. 

■fit; da ober h und &^ nur einen cmzi§:en Punkt 
B cretncin hüben künncn, bo iiiuIs fo]u;Ifcb derselbo 
zugleicli der Dnrcbsvbnittspunkt der Diagonalen 
AC, HI Beiiij woraus denn hcnorgebt, dala diese 
Diagonalen barinonisch geschnitten Tierdcn. Acbn- 
licbenieisc kann {gezeigt «erden, dafs die dritte 
Diagonale GP von den zu ei andern in den Punk- 
D, H liaiinonisch getbeilt wird. AIeo: 

„Bei jedem vollständigen Vierseit 
wird jede der drei Diagonalen von den 
zwei übrigen harmoniscli gesclinitten, 
A. li., die Punkte, in welchen eine der drei 
Diagonalen von den zwei übrigen ge- 
schnitten wird, sind zu den Eckpunkten^ 
welche sie verbindet, zugeordnete har- 
monische Punkte, zum Beispiel^, i?, C,It 
sind harmonisch und B, J) sind zugeord- 
nete harmonische Punkte." 

4.5. 

Von den zahlreichen FoIgcniDgcn und Anwen- 
dnngcn, die sich aus dem letzten Satze ($. 4.) zie- 
hen lassen, sollen hier nur einige und zwar zu- 
nüdist folgende herausgehoben werden. 

I. „Zu irgend drei gegebenen Punk- 
ten in einer Geraden einen vierten har- 
monischen Funkt mittelst des Line als 
uliein zu finden." 

a) Sind etwa die drei Punkte G, ß, F (Fig. 2.) 
gegeben und ea soll der dem I) zugeordnete vierte 
harmonische Punkt E gefunden werden, so wehe 
man nach eiucui beliebigen l'uukt A die iicradeu 
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^G^ ADi AF, iieliuie in AD einen belielii^on 
Pimlct C, iuhI zielic die OeriMlon GCf, FCH, 
wottiircli iiiaii tlie xwei Durchs clinittc / iiiiil U cr- 
iliult, und ziehe eiitllich die Gerade HI, sd wird 
diese den verlattfiten l'iutkt £ luißebeii. Oder: 

ö) Sind G, F, E ^e^ebcn und es soll der dcpn 
E zugeordnete vierte hamionische Pimlvt D ße- 
jiinden werden, so ziclie man nach einem nillkür- 
iohen Punkt A lUc Geraden FA^ GA, Bchncide 
iie durch eine beliebige, durch E flehende, Gerade 
EIU, in den Punkten /, ff^ ziehe sofort die Ge- 
raden Gl, FH, die sieh in C kreuzen, und ziehe 
endlich die Gerade AC, so vird diese durch den 
gesuchten Punkt 1) gehen, 

II. „Zu irgend drei gegebenen Strab- 
die durch einen Punkt gehen, einen 

•vierten harnionisclien Strahl mittelst 
■Abb Lineals zu finden," 

Smd etwa die drei Stiahlen o, c, d (Fig. 2.) 
gegeben und soll der dem d zugeordnete vierte 
harmonische Strahl b gefunden werden, bo ziehe 
man durch einen beliebigen Punkt G, des Strahls 
irgend zwei Gerade GA^ Gl, welche die Strah- 
len a, c in A, I, C, H schneiden, ziehe sodann 
'die Geraden AC, HI, die sich in h kreuzen, so 
-wird FB der gesuchte Strahl sein. 

Auf dieselbe Weise wird, wenn die Strahlen 
o, ^, c gegeben sind, der dem b zugeordnete 
Tierte harmonische Strahl d gefunden. 

III. „Wenn ein rechter Winkel und 
in anderer beliebiger Winkel einerlei 
cbeitelpnnkt und einen gcmeinschaftli- 
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ciicn Sclionkel balien, bo boH der letzte 
Winkel mittelst des Liueals verdoppelt 
werden." 

AngeuotnmcD, es nei {//tl) (Fiu;. 1.) der rechte 
und {ftc) der andere Winkel, so eiiclic man zu den 
drei Strahlen 6, c, d einen vierten, dem c znge- 
onlnetcR, harmonischen Htrahl a (H.), eo wird 
alsdann, zufolge (§. 3, IV.), Winkel {uO) = (Äc), 
und mithin AA'inkel [ac] der verlangte doppelte 
Winkel sein. 

IV. „Wenn von drei Strahlen, die 
dnrch einen Punkt gehen, der eine mit 
den zwei andern gleiche Winkel bildet, 
so soll mittelst des Lincalä ein vierter 
Strahl gefunden werden, welcher ehen* 
falls mit den zwei letztern gleiche AVin- 
kel einBchlicfst, und mithin zu jenem er- 
sten rechtwinklig ist." 

Die Lösung; dieser Aufgabe gründet sich 
ebenfalls auf (II.) und ($• 3, IV.), wie die vorige. 

V. „Werden irgend zwei Gerade a, c 

(Fig.2.) von beliebigen Geraden fl„i,,c,, , 

die durch irgend einen I'nnkt G gcheu, 
geschnitten, und man verbindet die Durch- 
scbnittspunktc von je zwei der letztcrea 
kreuzweise durch ein Piiar Gerade, wie 
etwa AC und Hf,ALi \uti//ßly bo liegen alle 
Punkte, wie B, A, in welchen sich diese 
Gcradenpaare kreuzen, in einer bestimm- 
ten Geraden j, welche durch den Durch- 
schaittspunkt /^ der zwei erstgcuauutcu 
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Geraden a, c §:elit, unil velclic zu diesen 
nd Z11 dcrGeradcn FG oder rf die vierte, 
der letztem ziigeorducte, huniionische 
Gerade ist." 

Die Riclitifi;keit dieses Nutzes folgt, vie man 
leiciit sehen nird, aus (II.) oder ($. 4.). 

\I, „Durch einen gegebeneu Punkt 
mittelst des Lineals eine Gerade zu zie- 
hen, welche mit zwei gegebenen Geraden 
nach einem und demselben Punkte ge- 
richtet ist, wenn nämlich dieser Funkt, 
iregen Ilindernisse, unzugänglich ist." 

Es sei etwa B (l'^ig. 2.) der gegebene Punkt 
und AM, HL/ die gegebenen Geraden, welche 
alter nicht bis zu dem Punkte P, nacti welchem 
sie gerichtet sind, sollen verlängert werden kön< 
neu. Man ziehe die Geraden AB^ HB, weldie 
die gegebenen Geraden in C, I schneiden, und 
ziehe ferner die Geraden AH, IC, die sich In G 
kreuzen; durch diesen Punkt G lege man eine 
beliebige Gerade GM (die nicht durch B zu gehen 
braucht), welche die gegebenen in M, /* schneidet, 
and ziehe sofort j4Z', HM, die sich in K kreuzen: 
ird die Gerade KB der Aufgabe genügen. 
Das Verfahren bleibt sich gleich, der Punkt B 
zu den gegebenen Geraden AM, HIj eine 
Lage haben, welche man will, wie z. B. die Loge 
TOD G; eben so können diese Geraden gegen 
einander eine Lage hiiben, welche man will, z. B. 
parallel sein. 

Die Hichtlgkclt dieser Auflösung beruht, wie 
man bemerken wird, auf dem lorhergchcnden 
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Satze (Y.). (Vcri^l. Abliing. gcoiii. Gestal 
teil. Tbl. I. S. 77.) 



Konstructioncn mittelst des Lineals unter 
gewissen Voraussetzungen. 



Wenn Parallele, oiler rationnl 
tbeilte Strecken gegeben sind. 



In Anseliun{^ der obigen Aufgabe {§. 5, I.) 
findet ein nichtiger liesondcrer Füll statt^ der nÜ- 
Iier betrachtet Zierden nHife. 

Tritt iiäuilicli der besondere Fall ein, doTeij 
bei den drei gegebenen Punkten G, D-, F def 
Punkt B gerade in der Mitfc zwiscben den Ptuik- 
tcn G «nd F liegt, so wird der vierte, ihm zugie- 
ordnete, harmonisclie Punkt E sich ins Unendlt- 
cbe entfernen, d. h., &d inufs die Gerade Hft 
durch welche er getunileii wird, mit der gegebe- 
nen Geraden GDF parallel sein. Und uingekefarti 
Scbnei<let man zvei Seilen AG, AF eines belie- 
bigen Dreiecks GAP ilurcb irgend eine, der 
Grundlinie GF parallele. Gerade /// (Fig. 3.)g 
verbindet die Dnrcbscbnittspunkte Ily 1 mit den 
gegenüber liegenden Ecken an der GrundÜnie 
dnrch Gerade /V/, Gl, -nelcbe sich im Punkte 
C kreuzen, und zieht durch diesen und durch die 
Spitze A des Dreiecks die Gerade ACDy sq. 
geht diese allemal durch die Mitte Ji der Grund- 
linie. 
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Dicrauf gründen sich die Aiitlosun^oii folgen- 
der Aufgaben. 

I. „Wenn in einer Geraden drei 
Punkte G, n, F (Fig. 3.) gegcLen sind, 
wovon der eine, D, in der Mitto zwischen 
den zwei übrigen liegt, so soll (mittelst 
des Lineals allein) chirch irgend einen 
betiebigeu Punkt //mit jener Geraden 
eine Parallele gezogen werden." 

Man ziehe die Geraden GUf FII, nehme in 
GU einen willkürlichen Punkt A^ und ziehet//, 
AF\ durch den Diurchscbnitt C, der /Y/imd AD^ 
ziehe man aus G die Germle C6'/, welche die 
AF in / achneidet, so ist endlich Hl die gefor- 
derte Parallele. 

IL „Wenn irgend «wei parallele Ge- 
rade GF^ HI (Fig. 3.) f^egehcn sind, so 
soll irgend eine gegebene Strecke iu der 
einen oder andern, etwa die Strecke GF, 
gchälftet werden." 

Man zieho aus einem willkürlichen Punkte A 
iJl&chdcn Endpunkten G-, FAvr gegebenen Strecke 
'gerade AG^ AF, wclcbo die andere Parallele in 
jy, / schneiden (im Falle der I*imkt A zwischen 
den Parallelen lüge, wie C, oder jenseits GF^ 
müfste man die Geraden ^ff, -r^?/" verluugcm, bis 
sie HI schnitten) ; diese Durcbschnittsjmnkte ver- 
binde man mit jenen Endpunkten durch Geratlc 
HF^ IG, die sich in irgend einem Punkte C 
scimeideu; durch diesen und durch jenen augenom- 
menen Pimkt A lege man endlich die Gcriule 
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ACDj so v-ird diese durch die Mitte D der 
gebcnen Strecke GP geben. 

III. „Wenn irgend zvei parallel 
Gertiilc gegeben sind, so soll durch i: 
gend eiueii gegebenen Pnnlct eine drit 
Parallele gezogen werden." 

Mitß hälfte, nach (II.), irgend eine beliebij 
Strecke m einer der zwei gegebenen Geraden, 
iüt alsdann die Aufgabe auf (I.) zuriickgefQlurt. 

IV. „Wenn zwei parallele Gerade um 
in der einen irgend eine begrenzte Streckt 
gegeben sind, eo soll man: 

o) in der nämlichen Geraden eine ai 
dere Strecke, welche ein beliebigei 
Vielfache, etwa das »fache, von j 
ner Strecke ist, von irgend e 
gegebenen Punkte an, abeteckea 
oder 

ö) die gegebene Strecke in irgend eini 
gegebene Anzahl gleicher Theil 
theilen, oder in zwei Thcile thellei 
die sich zu einander verhalten, w 
zwei gegebene Zahlen; oder endlich 
r) eine andere Strecke finden (in dei 
nämlichen Geraden), die zu der gi 
gehenen ein gegebenes rationaloi 
Verhältnifs hat." 
Es seien BF, f>f (Fig. 4.) die gegebenen P( 
rallelen, und etwa BC die gegebene Streckt 
Man ziehe durch einen beliebigen Punkt A en 
dritte Parallele AG (HI.), und nach den Eni 
punkten der Strecke die Geraden AB^ AC^ v\ 
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che die zweite PnmUclo in ä, c sclmciilcn; sofort 
xielie man die Gcrude C6, die der dritten Parnlle- 
leii in 6f bege^ict, und ziehe GcJ}, so wird, wie 
leicht za sehen, JJC=ßC, und folf^iich ß/) dop- 
pelt so grofs uls diu gegebene Strecke ßC sein. 
Zieht man nnn weiter die Genule jiß und so- 
dann GdJC; dann fei-ner AE und darauf GeF^ 
u. s. V., so werden offenbar die Strecken BC^ 

Lc/', liE, EF, gleich groF« sem, so dafa 

Hvniui auf diese Weise jedes beliebige Tielfnche 
Bder Strecke ItC erhalt, wie zum Beispiel ^Z* ihr 
H^Vierfaclies ist. 

K (o) Soll nun ein solches Vielfache von irgend 
einem gegebuDcn Punkte X an abgeschnitten wer- 
den, BD ziehe man die Gerade Xb (oder Xf), 
Terlängere sie, wenn es nüthig ist, bis sie die 

»AG in T sclineiilet, und zieh« YfZ, so wird 
JCZ die verlangte «fache (hier vierfache) Strecke 
■ehi. 

(Ä) Soll die gegebene Strecke BC in» gleicbe 
Thoile getheilt wenlen, so zielte man, wenn &/ Aas 
n fache von 6c ist, die Geraden C6, Bf^ die sich 

in / kreuzeU) und ziehe sofort c//, dl^, elt, , 

so werden die Strecken Cy, yS, di, einander 

gleich, und mar jede der »te Theil von der ge- 
gebenen Strecke BC sem. 

Soll die gegebene Strecke BC m zwei Ab- 
schnitte getheilt werden, die sieb verhalten wie 
SEwei gegebene Zahlen /*, y, so nmfs /if Ana {/'-J-y) 
fache von 6c sein, und alsdann zählt man von 6 

1 /» Strecken 6c, cd, ab, zieht vom End- 

Bunktc der letzten, z. ß. von d, die Gerade d/'), 
B 
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60 werden eich die Absclinitte CS, BS verhalten 
»ic /J : y. 

(e) Soll cndlicL eine Strecke fi:efiindcn wer- 
den, die sich zu der gegebenen rcriiült, T>io 7 : /», 
HO zietie man, wenn etna^^, tii sich elieufalls vis 
^ : p verhalten, diu Geraden B6, Ca, nnd aus 
dem Pnnkt, iu welchem diese sich kreuzen, ziehe 
maii e'uie Gerade durch Ji so wird diese der Ge- 
raden BC m irgend einem Punkte, der ff^heifsen 
mag, begegnen, und es ist sodann Ctf^ die ver- 
lajigtc Strecke, d.h., ca wird sich JtC:Ctf^=p:g 
verhalten. 

Anmerkung. Soll von der gegebenen Strecke 
BC blofs ein bestimmter einfacher Theil abge> 
schnitten werden, d. L. , ein Stück abgeschnitten 
werden, welches sich zur ganzen verhalt, wie 1:»; 
wo n e'me gimze Zahl ist, so kann man auch wie 
folgt verfahren: 

Ans einem willkürlichen Punkte A (Fig. 6.) 
ziehe man nach den Eudpimkten der Strecke die 
Geraden AB) AC, welche mit der andern Paral-, 
lelen die Dnrchscluiitte ^, c bilden; soil 
man die Geraden Bc, CA, die sich in d schneiden] 
und ziehe weiter AdD, so ist Cß die Ilälfte Aef. 
gegebenen Strecke BC. 

Wird nun ferner die Gerade cDy die der 
in e begegnet, und sofort AeE gezogen, so bl 
CE=%BC. Denn vermöge des vollständigen Vieiv 
seits Accd (dessen drei Diagonalen Ac, cd, CJt. 
sind) sind lUe vier Punkte £, D, E, C harnu 
iiisch ((. 4.), so dafs mau bat 

CE : EÜ^DB: CB 
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woraus folgl, da DB = CD = ICB, dafa 
CE = ^Ct!. 

Auf ähnliolio Weise folgt, dafs, iceiu man 
weiter c£! zieht, die die CA in y schneidet, und 
sodann Ji/i'\ dafs dann CF=^CB eci; und dafs 
durch dasselbe Verfahren man zu CG = ^CB ge- 
langt, U. S. Vf. f. 

Dieses sinnreiche Verfahren scheint von ei- 
nem franzüsiBchcn Artillerie • Capitain, Brian- 
chon^ zuerst angewendet worden zu sein (Appli- 
cation de la Theorie det Transvcrsalet^ Paris 
1H18, p. 37.)- Derselbe behandelt auch mehrere 
der vorhergehenden Autgaben, und zeigt beson- 
ders, welche vortheiUiafte Anwendungen auf dem 
Felde, im Kriege u. s. w. sich von solchen Auf- 
gaben machen lassen, weshalb ich Rlilitaira and 
Feldiueseer auf seiuo Arbeit verweise. 
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„Wenn in einer Geraden zwei neben 
einander liegende Strecken BD, ]JC (ß'ig. 
6.) gegeben sind, die irgend ein gegebe- 
nes rationales Vcrhältnifs zu einander 
haben, ho soll man (mittelst des Lineals allein) 
durch irgend einen beliebigen Punkt mit 
der gegebenen Geraden eine Parallele 
xichen," 

Da diese Aufgabe wohl mehr fhcaretiscties 
Interesse als praktischen Naizen haben mag, so 
will ich hier die Möglichkeit ihrer Lösung nur 
kurz andeuten, und das Auflinden der leichtesten 
und befjnemsten Auflösung Andern überlassen. 
U2 
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Die Aufgabe ist als ^elüst tu betrachten, so*' 
bald man in der gegebenea Geraden irgend drd' 
Punkte geüindcn hat, wovon der eine gleich weit 
von den zwei übrigen entfernt ist (^. 6, I.). 

Das gegebene rationale VcrhültuiCs der ge- 
gebenen Strecken BD, I)C lüfst sich iiutner, 
v'clchcr Fonn es auch gegeben sein mag, dm 
zwei ganze Zahlen a, b ausdrucken, velche unter 
sich l'rinizahlen sind. AngcuommeR ea sei u>li. 
Mau korstruiro zn den drei gegebenen Punkten 
£, i>, C den vierten, dem O zugeordneten, har> 
monischen Punkt E (f. 5, I.), so hat man : 

BD : CD = BE i CB 
oder, wenn man statt der Lmien die ihnen ent- 
Bprechendcn Zahlen setzt, mid CE durch die Z^ 
X ausdruckt: 

a '. h = {a+b+a) : X 
und folglich 

X = ~^- — j^ 
a — o 

Wird BC = a + 6 = y gesetzt, so hat n 

oder 

1. Ä? : y =a Ä : ifl-b), 
das beirst: „Aus den gegebenen Strecken 
BD, C/>, die sich verhalten nie die Zak> 
len fr, b, lassen sich zwei neue Strcokea 
BC, CJC oder y, x, finden, die sich verhal- 
ten, wie die Differenz der gegebc 
Zahlen a-& zu der kleineren Zahl b" Da* 
ber wird man, durch wiederholte Anwendung die- 
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Bes Verfahrens, endlich zu zvc'i Strecken gelan- 
gen, dtc einander gleich sind, d. h., man nird drei 
l'uiikte halten, ivovon der eine in der Mitte zwi- 
schen den zwei iihrigcn liegt, und wodurch sodann 
die vorgelegte Aufgabe auf die obige ($. 6, I.) 
zuriickgebraclit ist. Denn ist z. U. die Uifferenz 
a~6 grüfecr als 6, so wird man durch eine neue 
Konstnictioii zwei Strecken erhalten, die sich ver- 
halten wie & : (a~26)i und so kann man fort- 
ialiren, bis man zu zwei Strecken gelangt, die 
sich TCrhallcn wie 6 : {a~»6), wo der liest a—iii 
kleiner als ^, und chva =: c ist. Sodunu findet 
man weiter zwei Strecken, die sich verhalten wie 
e : ^ - r, u. s. w. f., was uothwendigerweise zu- 
letzt, da a, ^, c, gauze Zahlen sind, die der 

Reihe nach iunner kleiner werden, zu zwei Strecken 
fuhren Diufi!, die sich verhalten wie 1 : I. 

Wird DE oder 6+x=si gesetzt, so hat man, 
wenn statt .x* der obige Werth gesetzt wird: 

«der 

2. fl : » = a~6 : 2&, 
das heirst: durch die uämliche Koustructiou ge- 
tilgt man zu zwei Strecken BD, DE, welche sich 
verhalten, wie die Diflerenz der gegebenen Zahlen 
a~6 zu der doppelten klemercn Zahl 26, wodurch 
nifUi, in gewissen Fällen, sich etwas schrcUcr dem 
verlangli»! Verhältnirs 1 : 1 nähern kaim. 
Ist zum Beispiel 



s = a : i +- 



a) a»2, und & = \, 
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SO ist ;r = 3 und tiiitliln C iu der Mitte zwischeB 
B und Ei nnd wenn 

(3) = 3, nnd * = 1, 
so ist ar = 2 und mithin 7) in der MÜtc zvischen: 
B und JE, Jeder dieser zwei Fälle erfordert als« 
nur eine einzige UUIfskonstruction. 

B. Wenn zvei Paar Parallele, oder zvel 
rational getheilte Strecken, oder Pa> 
rallele und rational getheilte Streckea 
zugleich gegeben sind. 

*. 8. 

I. „Wenn in einer Bbene irgend zvei 
Paar parallele Gerade, also irgend eil 
Parallclograinm gegeben ist, eo soll oisi 
(mittelst des Lineals allein) 

ä) nach allen Richtungen parallel) 

Gerade ziehen, d. h., mit irgend ei< 

Der gegebenen Geraden durch 

gend einen gegebenen Punkt eis) 

Parallele ziehen, nnd 

t) jede beliebige gegebene Streck* 

nach irgend einem gegebenen Ve« 

hältnirs vervielfachen oder thcilen.' 

Es eeien AB und DC, AD und BC (Fig. 7. 

die gegebenen Parallelen und mithin ABCD da 

gegebene Parallelogranim, dessen Diagonalen Ai 

BD sich m B schneiden. Durch den Punkt 7 

lege man mit einem der zwei Peiar Parallelen, < 

wa mit AD, BC, enie dritte Parallele EF, bo he 

findet sich diese offenbar in der Mitte zwischei 
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^B^6i zweien, tl. h-, sie ist von beiden gleich weit 

^MDtferut, Bo dars also diese drei Parallelen jede 

andere Gerade (die niciit mit ihnen parallel ist) in 

drei solclicn Punkten Eclinciden, wovon der eine 

in der Mitte zwischen den zwei übrigen liegt. 

Ist nun eine Gerade, etwa GK, gegeben, ao 
■wird dieselbe von den drei Parallelen in den drei 
Pmikten G, Py II geschnitten, wovon der eine, 
Fy in der Mitte zwischen den zwei übrigen, G und 
Hy liegt, und wodurch also der Forderung (a): 
„durcli jedca willkürlichen Punkt mit der Geraden 
GK eine Parallele zu ziehen ", zufolge (<$. 6, I.)j 
genügt wecdeu kaun. 

Oder, anstatt die dritte Parallele EF zu zie- 
hen, kann man auch wie folgt verfahren. Durch 
die Punkte /, K^ in welchen die gegebene Gerade 
GK die Parallelen AB, VC schneidet, ziehe inaa 
die Geraden IE, KE, welche diesen PtLrallclen 
ia £/, M begegnen, so wird die Gerade JjM of- 
fenbar der IK parallel sein, und Boditnn kann 
durch jeden beliebigen Punkt, zufolge (§. 6, HI.)j 
mit IK eine Parallele gezogen werden. 

Die zweite Forderung 0) wird durch Hülfe 
der ersten und nach Anleitung von ($. 6, II.) er- 

~!<ligt. 

II. „Wenn in einer Ebene entweder: 
u) drei Parallele, welche irgendeine 
vierte Gerade in gegebenem ratio- 
nalen Verhältuifs schneiden; oder 
6) in zwei Parallelen irgend zwei 
Strecken, welche ein gegebenes ro- 
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tionaleg VerhiiltuifB zu einander 
hsben; oder 
e) irgend zwei Parallele nnd irgend 
eine in gegebenem rationalen Ver- 
bal toi fä getb eilte Strecke; oder 
endlich 

ä) zwei beliebige, nicht parallelo 
Strecken, woTon jede in irgend ei- 
nem gegebenen ratioiiaien VcrbHlt- 
Difa gctbeilt ist, 
gegeben Bind, so soll man: 

a) nach jeder beliebigen Richtung Pi 

rallelo ziehen, und 
ß) jede beliebige gegebene Strecke 
nach jedem beliebigen rationale 
Verhältnifs tb eilen oder vervieU 
fachen." 

Fall a. Schneiden etwa die drei Paralleles 
AB, CD, EF (Fig. 8.) eine TJerte Gerade AE bo^ 
dafs Bich ihre AbBcbiiitfe AC, CE verhalten wia 
p '. y, wo P) f/ relative Priinznlilen slmi, bo ver« 
vielfache man in der einen Parallelen, ctwi 
AB, eine willkürliche Htrcckc, und nehme AQ 
gleich dem p fachen uitil GB gleich dem y fachen 
dieser Strecke (f. 6, lY, e.), ziehe sofort die 
Geraden CC, BE, so werilen diese parallel sein 
(weil AC : CE = AG x GB = p : y), und da- 
durch ist also die vorgelegte Aufgabe auf die 
rige (1) zuriickgefiilirt. 

X-'in eui anderes Paar Parallele zu erhalten, 
künnle man auch, zufolge ($. 7.), mit der in 
lionalcm Verhältnifs gclheilten Geraden AE bw 
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^fcenil eine Parullclo ziobcn, xrns alicr neitläuftiger 

^ncin wurde, als tlas erste Verfahren. 

^ Fall &. Es seien AD, CD (Fi^-. 8.) die ge- 
gebenen Parallelen nud ehia AD, CU ilic gege- 
benen Strecken, welclio sich verhalten wie zwei 
ges;ebene Zahlen p, ij. Itlnii ziehe ihirch die End- 
punkte der Strecken die Geraden AC^ BII, die 
sich in irgend einem Punkte M schneiden (man 
kömitc eben so die Geraden AH, DC ziehen), so 
wird man, vcnnüge der ühulivhcn Dreiecke AEB, 

^C£jr, z. ß. bähen 

K- AE i CE = AB : CH = p '. y; 

Hniitbin ist auch das Vcrhältnirs der Strecken 
AC : CE gegeben, nämlich ={p~tf) : ^, so daris 
also dadurch der gegenwärtige Fall auf den vori- 
gen (a) gebracht ist. (Es ist dabei nicht nöthig 
die dritte Parallele EF zu ziehen, wiia leicht zu 
■eben ist.) 

Fall c. Sind etwa A, B (Fig. 9.) die geg&. 
benen Parallelen und CE die gegebene Strecke, 
welche in D so getheilt ist, dufs die Ahscimiltc 
CDy DK sich verhalten wie zwei gegebene Zah- 
len p, y. Man ziehe durch die Punkte C, D, E 
drei Gerade, welche den Geraden A, B parallel 

f'ud ($. 6, 111.), so hat man alsdann den ersten 
Oder, man ziehe durch ii'gend einen beliebi- 
gen Punkt eine Parallele mit CE (§. 7.), so hat 
mau die Aufgabe auf die obige (I.) gebracht. 

Fall d. Smd etwa AC, DF (Fig. 10.) die 
gegebenen Strecken, welche durch die Punkte B, 
E iu gegebenem A'erhaltnils gctheilt siud, ed dafs 
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AB : BC = p : ^ md D£ i EF = r : s^ iro p^ 

?> r, « f^egchcne Zahlen sind, so ziehe man durch 
ii^end eiaeu Punkt cino Parallele mit AC und 
dureb (denselben oder) irgend einen andern Punkt 
eine Parallele mit /»" (^. 7,): so hat man dio 
Aufgabe auf die obige (I.) zurtickgeriihrt. Odoi 
m»! ziehe durch zwei Punkte der einen Geraden« 
etwa durch J**, E, mit der andern Geraden AC 
Parallele ($. 7.), so hut nmn die Aufgabe auf dtai 
Fall (a) gebracht, und die Koostruotion vird, in 
den meisten Fällen, im Ganzen etwas kürzer svb 
als die vorige. 

C. Wenn ein Quadrat gegeben ist. 

§• 9. 

AuTser den Aufgaben^ welche Torhin durch 
Hülfe eines beliebigen Parallelogramms sich lösen 
liel'scn (^. B, I.); können in dem besondem FuUe, 
wo das l'arallelograinm ein Quadrat ist, unter aOr 
dern nodi folgende Aufgaben gelöst werden. 

„Wenn in einer Ebene irgend eis Qua- 
drat gegeben istj so soll man: 

o) auf irgend eine gegebene Gerade, 
aus irgend einem gegebenen Punk^ 
einen Perpendikel fällen; 
ff) irgend einen gegebenen rechten 

Winkel hälften; 
c) irgend einen gegebenen Wiokel be- 
liebig oft vervielfachen." 
Es Bei ABCD (Fig. 11.) das gegebene Quo- 
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iraty und £ der Diirchsclmittspunkt EeiDCr Diugo- 
oalen AC, BD, aUo Bcin Mittdpnukt 

Zielit man durch den Miftelpnnkt eine heli^ 
b\ge Gerade GF, bo ist es leicht, diejenige Gerade 
IK zu finden, velche im Mittelpunkt E auf ihr 
ECnkrecbt steht. NSnilicb man zieht auB F die Ge- 
rade FI/ parallel der Seite BC oder AD {%. 6, 
III.), und sodann aus dem Punkt ffj m welchem 
fiie die Seite AB trifft, die Gerade ffl parallel 
der Diagonale AEC ($■ 6, I.), so wird die Gerade 
/ßK zu FEG Bcnkrecht sein. Denn zufolge die- 
ser Konstruction ist, wie leicht zu sehen, FC 
= IIB = Bf, und femer ist BE = CE und Winkel 
EBI = ECF, folglich die Dreiecke EBI und ECF 
einander gleich , daher Winkel BEI = CEF und 
folglich Winkel BEC = lEF = emem Rechten. 

Da aus der Gleichheit der Dreiecke BEI und 
CEF femer folgt, dafs EI = EF, mithin das 
Dreieck /jBi^ ein glelchBchenkligcSj so dafs also 
die Gerade EL, welche deseen Winkel an der 
Spitze jE hälFtet, auf der Grundlinie IF senkTecht 

_^Bteht: so lurst eich dieser Winkel leicht hälften. 
I zu dieeein Endzweck ziehe man Eßf paral- 
lel IF und 6Ky und ziehe, nach der ehen ge- 
geigten Weise, MEL rechtwmk^g auf EN^ so 
wird EL den rechten Winkel lEF hälfton. 

Wird nun Tcrlangt, es soll auf eine beliebige 
gegebene Gerade gf, aus irgend einem gegebenen 
Punkte i, ein Perpendikel gefallet werden (a) ^ so 
zieht man durch den Mittelpunkt E die Gerade F6 

"barallcl y^, errichtet KEI rechtwmklig auf FEG 
1 zieht durch den gegebenen Punkt t die Gerade 
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ie parallel /JCK {^. 6. I.): so liat man olTenbar die 
Forderung erfüllt. Es ist War, daTs das YerfaJireu 
sich gleich bleibt, neun aus dem Punkte e, in der 
gegebenen Geraden^, auf diese eiu Perpendikel 
errichtet werden soll. 

Wird ferner verlangt, man soll irgend einen 
gegebenen rcchfc-n Winkel yiV hälftcn (li), bo zieht 
man EI<' parallel rfimd EI parallel ei, hälftet so- 
fort den Winkel FEI mittelst der Geraden EL 
und zieht endlich durch den Punkt e, mit EIj pa- 
rallel, die Gerade el, so wird diese offeubor der 
Forderung geniigen. 

Der Fall {c) endlich läfst sich mittelst des 
Falles (ff) und einer friilieren Aufgabe (§. 5, III.) 
leicht erledigen. Denn crriclitet man «)is dem 
Scheitel des gegebenen \\'inkel3 auf einen seiner 
Schenkel, welche c, 6 heifscn mügen, ctna auf b^ 
einen Perpendikel (wie so eben gezeigt worden («)), 
so kann sofort dieser Winkel, nach Anweisung von 
(§, 5, III-)) verdoppelt werden, d. h., man hat 
zwei Whikel {((li), {6c), die einander gleich sind 
und den Schenkel 6 gemein haben, so dafs der 
Winkel [ac) das Zweifache des gegebenen Wm- 
kels {aS) ist. Errichtet man nun weiter auf die- 
selbe Weise auf den Sclicnkcl c einen Perpendikel 
und verdoppelt die an diesem Schenkel liegenden 
beiden Winkel {c6), {ca), so crhiilt man zwei neue 
Schenkel d, c, und es ist (aJ) das Dreifache und 
(oe) das Vierfache des gegebenen Winkels (off). 
Auf gleiche Weise gelangt man nun mittelst eines 
Perpendikels auf den letzten Schenkel e zum 5-, 
ti-, 7- und 8 fachen des gegebenen Winkels, und eo- 
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um durch einen neuen Perpendikel zum 9- bia 
ifaolien ii. s. v. f., iiiimliuh durch den »ten Pcr- 
mdikel t;clan^t mau ziuii ('l"-!-!)- bis 2'"'"' fachen. 



Zweites Kiipifel. 

Uelier einige Rigensrhaflen dea Kri-Isi 



I. \on Iiannonisclicn Eigonsclialicn. ') 
§■ 10- 
I, Sind a, b, t, b (Fig 12.) irgend vier har- 
miäche Punkte, so sind jede vier Strahlen a, 6, 
d, welche von irgend oiueui Punkte B uub durch 
iBelben gehen, ebenfalls harmonisch ($■ 3.). Wer- 
len die vier Punkte als fest angenommen und sol- 
len von den Strahlen z\Tei zugeordnete, etwas und 
c, zu einander rechtn inkli^:; sein, mithin die von 
1 zwei übrigen einge&chlosBenen Winkel hülüten, 
dafs Winkel {(i6) = {ad) und (cÄ) = («/) ($. 3, 
.) , so ist offenbar der Ort des l'imktes It ein 
■eis M, welcher die Strecke ac zum UurchmeS' 
bat. 

I)ie Strahlen b, d begegnen dem genannten 
ise M zum zweiten Male in t, f. Da Winkel 

*) Obschon diese Eigenschaften zu dem Hauptzwecke 
r Schrift (dritteH Ka^iitel] wenig dienlich sind, so wer- 
sie denniich hier kurz entwickelt, und »war deshalb, 
sie an und für sich intereHsant sind, in den I.ehrhil- 
) aber noch fasi ganzUrh fehlen, und weil sie sich hier 
len Turhergeheuden Betrachtungen leicbl und elcmen- 
r ableiten lassen. 
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(^c) E= {de), 80 ist anch Bogen cc ■= fc. Daher 
fol^t (wenn man die glciclien Sehnen cc, fc zieht), 
dafa Winkel r = ^ >"id Winkel (te = fbc} und 
hieraus folgt weiter, dafs der zu den drei Strahlen 
bt, fce, f>i gehörige, dem bc zugeordnete, vierte har- 
monische Strahl f}(\ zu bc senkrecht ist und mit I 
den beiden ülirigen Strahlen tc (oder fcZf), bf glei- 
che Winkel bildet, Düinlich Winkel a = ß, und 
dafs eben so der zu den drei Strahlen br, bc, bf ge- 
hörige, dem bc zugeordnete, vierte harmoniäche 
Strahl b| zu dem Strahle bc senkrecht ist, und 
mit den rwei übrigen bc, bf gleiche Winkel bildet. 
Teraiögc dieser harmonischen Strahlen folgt end- 
lich -neiter, dars b, f, t), ß und eben so Bj 6, e, | 
Tier harmonische Punkte sind. 

Da bei dieser Betrachtung die Tier Punkte «, 
b, c, b, so vie der Kreis M, als fest voransgeselzt 
sind, so sind auch die Geraden bq und bf, tvoTon 
die erste den Kreis in p, q schneidet, fest, dage- 
gen ändern die Strahlen 6, d, bf, be ihre Lage mit 
dem Punkte B zugleich, nämlich sie drehen sieb 
um die festen Pimkte I>, b, tvährond B den Kreis 
durchläuft. Da ferner die veränderlichen Winkel 
a und ß stets einander gleich sind, so müssen B 
und f sich gleichzeitig dem festen Punkte q nä- 
hern, so dars sie sich zuletzt zugleich mit ihm \tT- 
einigcn, nnd dafs folglich die Gerade bq, in ivclcbe 
in diesem Falle der Strahl d übergeht, Tangente 
des Kreises ist. (Das Letztere folgt auch daraus, 
daTs, wenn man sich den Punkt B nach dem fe- 
sten Punkte ([ gelangt vorstellt, und sich sodann 
die Strahlen qa, qt, qc, iib denkt, diese barmoaisdi 
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Bind und aiirsenlem (|a und qc zu emander recht- 
-winkli^, mitliiu Winkel cq& = tqb = cpfc, und t'olg- 
Uoh bq Tangente ist.) Eben so folgt, dals (p Tan- 
gente des Kreises ist. 

Aus dicBen BetrachtnngCD folgt unter andern 
det nacbstebende Satz. 

„Zieht uiau durch irgend einen festen 
Punkt, b oder i, beliebige Gerade, vio 
etna Bitf oder bfl}if, tfclche einen festen 
Kreis M schneiden, so ist der Ort desje- 
nigen Punktes, f oder 1;, -welcher zu den 
zwei Durchs chaittspunkten, £ und r, oder 
f und By und zu jenem festen Punkte, h 
oder b, der vierte, dem letztern zugeord- 
nete, harmonische Punkt ist, eine be- 
stimmte Gerade, jB oder ^b, welche auf 
deinjenigeu Durch nie bs er des Kreises 
senkrecht steht, der durch den festen 
Punkt geht, abcb, und welche aul'serhalb 
des Kreises liegt (|b) oder ihn schneidet 
(Qb), je nachdem der feste Punkt inner- 
balb (b) oder aufserhalb (b) deHsclbon 
sich befindet." „Im letztern Falle^ wo 
der feste Punkt b aufserhalb des Kreises 
liegt, schneidet die genannte zugehörige 
Orts-Gerade \}b den Kreis in denjenigen 
Punkten |}, q, in welchen er von den durch 
den festen Punkt b gehenden Tangenten 
tp, bq berührt wird." 

Vermöge dieser gegenseitigen Beziehung des 
jedesmaligen festen Punktes, b oder &, und der zu- 
gehörigen Orts-Geraden, (b oder ^b, heifst jener 
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der „ b arm oni sehe Pol" ilor letztem, nni) diese 
beifet ilic „narmonisciie" jenes Punktes iu Ba> 
zug auf den fcäteH Kreis. 

II, ZJL'lit uiiiD aus ileni festen Punkte i ir> 
gcnil zwei Scciuiten <lnrcli den Kreis Jff, etwa bg 
und b\, BO bestimTiieu die lier Durcliseluiittspunkte 
t, g, b, i vicrGerade ^ci, igl, cEi, gfb, oder ein toH- 
stüiidij^cs Tierseit, desBca Diagonalen einundvr 
Imnnonisch scliueidcn (§. 4.), so üata also die 
zwei Diagonuleu tg inid ft von der dritten U in 
denjenigen Punkten n und in [rescbnittcn werdon, 
n'e1<:be zu deu drei Punkten b, t, g und b, ^, i die 
vierten, dem b zugeordneten, baruiouiscbeii Punkte 
sind; du aber, zufolge des vorsteheuden Satzes (l.)f . 
die näuilicben Geiadcu bcg> b^i von derGeradm 
pitf iu denselben baruioniscbcu Punkten n, nt g»- 
stritten werden, so iHufa folglicli die Diagonale 
Fl uiit der Geraden VI zusauiuienfalleji, d. h.^ die^ 
Punkte i, I müssen iu der HarmouiscUvu ))q 
Punkts b liegen. Eben so folgt, dafs, wcim moR 
tlurch den Punkt b irgend znei Secuulen £bc, aEc 
zieht (voTon die letztere nicht Dtircbmcsser zuBeitf 
braucht), ihre vier Durcbecbnittspunkte B^ tj d, C 
mit dem Kreise, ein vollständiges Vierseit ulf 
Bti, aBv, C(T bestimmen, dessen dritte DiagoiHil9> 
x$ die zwei übrigen Se, ac m dciijcnigcu Punktes 
I, b schneiden mufs, 'nelche zu den drei Punktes 
B, b, t und (I, b, c die vierten, dem b zugeordn»- 
Icn, harmonischen Punkte sind, dufs folglich die 
Diagonale vi mit der Darmouischcn |b des Puakts 
b zusammenfallt. Also: 

„Zieht man aus irgend einem feste! 
Punkte, 
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Funkte, b Oller it, zwei licliebige Hocuiitfti, 
bg, bi oder Bt, at, (liiroli einen festen Kreis 
ßl, so bestimmen ibro vier Durcheobnitts- 
punkte, tf f;, ^, i oder J7, r, a, t, ein (einfa- 
ches) Viereck, (vclclics jene Secunten 
zu Diaf!;onulen bnt, nnd) dessen gegen- 
über stellende Heitonjiaare, ^e tuid ig, ri 
iinil g^, oder^c mid lU, oB und cc, sielt auf der 
Uarmonis eben, ))q oder ;b, des jedesmal i- 
l^en festen Pmikles, b oder b, schneiden, 
nämlich in den Punkten I, f oder fi, r." 

HI. Zufolge dieses Satzes (II.) imifs also 
die Harmonische des l'uukfcs 1, da ^c nnd ig zwei 
durch diesen Punkt gehende Secantcn sind, tlurcli 
die Punkte b und t geben; sie geht aber auch, 
zufulge (I.), zugleich durch die Beriilinmgsimnkte 
der aus dem l^unkl I an den Kreis gelegten Tau- 
geuten. Daraus kann geschlossen werden: dale 
die Ilarmonische jedes beliebigen Punktes [, der i 
der Geraden fc^, aber jenseits des Kreiües, als« , 
auf der einen oder andern Seite in deren Xcrlän- | 
genmg liegt, durch den harmonischen Pol b dieser 
jeraden geht, «nd dafs, umgekehrt: der barmoni- 
le Pol jeder durch den festeu Punkt b gebeu- 
den Secante in der Uarmoniscben ))<) dieses Ptuiktes, 
aber jene eits des Kreises, liegt; so dars also die ' 
in den Durchscbuittspimkten der Secojite, ctna in 
^ i bei der Hecaute b^i, an den Kruis gelegten 
Tangenten sich in der genannten llannoni&chen 
sclmeideu. Ls geben aber auch die Uarmoniscben 
aller Punkte, velclie innerhalb des Kreises in der 
Geraden pq, also in der Strecke pq, liegen, durch 
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ileii liarmoitisclieu Pol b illcsor Geraden. Denn 
«lenkt man «icb z. li. die Ilannouiscke des l'uukica 
in, so murs dicselhc dci- Oeraden iiit^ in dcmjetii- 
pt'H Pnnkte |je(icgnen, velcfaer zu den dici Punk- 
ten i, in, \} der vierte, dem m zugeordnete, lianno- 
nisclie Pmikt ist (1.)^ tol^licli murs sie ihr in b 
liegcgnen, 

Eben so folgt, dafs die Uarmonisclie jedes 
Punktes in der testen Geraden j:b (welche den 
Kieis nicht sclineidet) durch den iiannonischea' 
Pol b der leMcni ^eht. Denn denkt iiiun sid 
otva die llannonische des Punktes f, so tnurs sie 
der Geraden ;e-B in demjenigen Punklo hege^nen, 
welcher zu den drei I'nnkten f, r, B der vierte^' 
dem I zugeordnete, Laiinonischo Punkt ist (].)} 
da alier, zufolge der oliigen Betrachhing, der Punkt 
b diese Eigcnscbutt hesitzt, so nmrs sia folgUcli 
durch b geben, üa der Punkt j auTserhiilb dM 
Kreises liegt, so sind aus ibni Tangenten an dJe^ 
Ben möglich, durch deren Uerülirnngspunkte e 
[lurmonische geht (I.). 

Aus .d'user BetiTichtung flicCscn unter andern 
folgende Satze: 

1, „Liegt ein Punkt in irgend einer 
Gernden (wie etwa I oder ni in pq, oder f oder 
r in fb), so gebt seine Harmoiiisoho durch 
ihren Uarmonisohen Pol (( oder (<)." 

Oder mit andern M' orten, austührlichcr: 

2. „Die Harmonischen aller Punkte^ 
welche in irgend einer Geritden (pq odef 
;b) liegeii, sohneidcu einander in einem 
bcslintnilen Punkte (b oder b), tiSinlrcbitf 
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barmoDiachen Pol jener Gerit<lcn;" und 
nin(;ekGlirt : „die IiarmoniscUcn I'ole Bliet 
Geraden, welche «lurch irgend einea 
festen Punkt (b oder b) ^ohen, liei^en in 
der Harmonischen (pq oder ;r) des letz- 
teren." 

„LäTst man, in der Vorstellnng, 
A'wei Tangenten eines festen Kre;iaes JV 
sich ao hfluej^en, tlafs ihr ge^enBeiti{;;eF 
Burcbschuittspnnkt (| oder ;) Ifin^:;» ir- 
gend einer festen Geraden (pij oder fr) 
forti:;leitct, so dreht sich die Gerade, 
welche durch ihre Berührungspunkte 
flieht, um irgend einen hestimmtcn festen 
Punkt (b oder t)." Und umjtckehrt! „Dreht 
sich eine Hecante eiucs festen Kreises 
um irgend einen festen Punkt (b oder l»)^ 
so bewegt sich der DuroLscIinittspnnkt 
der Tangenten, dnrch deren BcrUhrunga- 
pnnkte sie geht, längs irgend einer hc- 
Wtimmten Geraden (pq oder xx)." 

IV. Die vorstehenden Itetraclilungen gel)en 
ein bequemes Mittel an die Uiuid, um die folgen- 
den Aufgaben durch Hülfe des Lineals al- 
liein %u lösen. 

1. „Wenn in einer Ebene irgend ein 
reis iV gegeben ist, so soll man a) die 
armenische irgend eines gegebenen 
ktes, und (5) den harjiiont sehen Pol ir- 
gend emcr gegebenen Geraden finden." 
Es sei etwa B oder b (Fig. 12.) der gegebene 
Punkt. Man ziehe durch denselben zwei beliebige 
2 
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Seciiutcn, etwn b^ ntid bi oder Be und sc, t«I 
binde die vier Lhirüliscbnittspunktc, c, g) ^^ 
B, t, a, c, iii -wrldicu sie den Kreis ßl sclincide% 
paarweise diircli zwei Faar Gcnulc, ^f, ig und ^ 
i(, oder B(, at und oB, «c, so werden ibro Uurch^ 
sclinittspiinkto, [ und t oder 6 und r, in der tM 
langten Gernilen (a) liegen, wo<lnrch diese sofdS 
gefiinden ist. 

Ist femer etwa die Gtradc pq oder ft pcg» 
ben(i5), EO Bucbe man, auf die eben gezeii!:te Wei 
zu irgend zwei Punkten derselben, etwa zu L i 
m, oder ; and 6, die Humionisclien , so «ird ihr 
Durchscbnittspunkt , b oder i, der verlangte PolJ 
sein (III.)- 

2. „An einen f;;egebenen Kreis i: 
Tangenten zu ziehen, welche durch i 
gend einen gefi;ebenen (aurscrhalb des I 
ses liegenden) Punkt b geben." 

Man konstniii-e die Huniionische pq lies seg*-* 
bencn Punktes b (1, a.) nnii vcrbinile die Pnnkte 
p, q, in welchen sie den Kreis schneidet, mit jeneni 
Punkte durch Gerade, bp, bq, so siud diese die ge- 
gnchten Tangenten. 

Anmerkung. Andere Sätze, welche aus der 
obigen Betrachtung unmittelbar folgen, und velcke 
KuntTheil die dem Kreise eingeächriehenen und um- 
schriebenen Oreicekc, Vierecke u. s. w. betreffen, 
nerdea hier, als zu weit von dem gegenwärtigen 
Zwecke abliegend, übergangen. Man findet dicscllien, 
nebst den vorstehcuden Sätzen und Aufgaben, in der 
oben genannten iSchrift (Systematische lint- 
wickcluug etc.) auf umfassende, dem Gegen- 
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stände an^crncesciic ^Vcise für ulle Kr^iic-Uolmifte 
mgleicii beivrcseii. — Die vorsti^liviiilcnSiitzo siutl 
übrigcue die Gruuilla^c der eogcnauiitvii „ TAi'o- 
rie des polairct rceff»-o<fuct'. 



n. Vom AeIiiilicl)kcitS|iiinNt. 
* 11. 
Zieht mau iii lAuet Elii-im diircti iijf'eiid v'mvw 
Punkt A (Fig 13.) mich alluu ltivLtuiif;eu Sirahlen 

(Gerade) ^Yii, jl\t, ji(, unil bezieht millt-lst 

dieser Sti'ahlon uUo l'iinktc der Ebene dei'^CHtiilt 
Ruf einander, dafs jviloui l'iinkle ti> in einem soL- 
cbeu Strahl, AiX, ein anderer Punkt a, ini niiin- 
livheii Strahl entspricht und zwar unter der Ucilln- 
j^g, dars diu Ahstiindu je zweier eatsprcctietiden 
Punkte von dem Punkte A-, A<\ »ml Aa,, dui'ch- 
weg ein und d<tssclhe gehobene VHrbültniTs lia1>eu, 
etnu n : »,, eo witil dadiir<;h ein üolclies Ber.ic- 
faungssysfein henirkt, in welchem die Ebene do|>- 
pclt gesetzt ist, oder ^vas mau sieb auch so vor- 
Btellen kann, als higen zwei EbeHCD, die E, £, 
Leifsen mcigcn, auf einander, indem nänilioh jeder 
Puukt sowohl als dcrciuen, wie der andern Ebene 
nngcbürend angeselieu «erden kann; z. K. den 
Punkt (cb, ) kann man als der Ebene E angehö- 
rend lictrauhtcn, also als (, und dann eutspridit 
ihm der Punkt c, , oder man kann ihn als der 
Ebcuo /f , angehörend tmscheii, das ist als b,, und 
Aaaa «it^pricht ihui der Piuikt t. 
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egeu, lUrtJ er ilein l'unkle A uuber rückt , 
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iiiiirs notliwendifceriri-iRO auch iler ibm entsprechend 
Punkt a, plcidizcitig dem festen Punkte A eid 
nHlictii, bis xulehtt beide zugleich fiicli mit A v 
eiui(;en. Deiniiucli kann inaii sa^cn, es seien 
A zwei entsprechende Punkte vereinig^ 
und CS ist kliir, dafs diese Eigeiischtift nur diesos 
Punkte nilein zukommen kann (ans^enoinmen I 
dem bcsondem Uezichmi^^Bsystcm, \to dns genaimt 
Verbiiltnirs 7* : «, = 1 ist, in welchem Falle jede 
Punkt mit seinem cntsprccbenden zusammenfällt), 

Aus ilem einfachen Gesetz, durch nelchcs i 
cntBjirccheiidcu Punkte der zvct Ebenen E, i 
l>estiuimt sind, folgt uun auch unmittelbar die f 
g«nscitigo Beziehung, welche irgend ein Sj-st« 
von Punkten in der einen Ebene zu dem ihm ei 
epreclieuden Sjstcni von Pimkten in der anilei 
Ebene hat; d. b., iveim in der einen Ebene irgi 
eine Figur gegeben ist, so lürst sich leicht aii> 
hen, was für eine Figiir ihr in der andern Ein 
entspricht, nnd welche gegenseitige Beziehung h 
gend zwei solche cutsprechentle Figuren z 
der haben. Niimlich diu Uanpteigcnschaften od( 
üauptefttze aber diese Beziehung gründen sich a 
Folgeuiles : 

V.a ist xunäcbst klar, dals die Gerade dt, vn 
che durch irgend zwei Punkte (i, b der eiuen t 
E geht, mit denjenigen Gerndcn il,t, , M-eloli 
durch die entsprechenden zwei Punkte a,, b, 1 
andern Ebene A\ gebt, parallel ist, und dafs sich d 
Strecken iit, o,Ii, in diesen Gcnulen, welche dm 
die geiiamitcn Punkte begrenzt «erden, eben 1 
zu einander vcrhaltcu, wie die Abstünde irgd 
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nreicr cnts^ircchcRdeh Punkte vom Punkte A^ ä. h., 
dars sich Tui'hält ob : a,b, = n : »,■ Desii zu- 
folge lies B€zichuii(|^ssyGtciiis sind olfeiibur die 
Dreiecke üjÜ und a,-^b, älinlich, woi-aus Boforl 
die ausgesprochenen Uehitiiphin|;cu unmittt^lbar fol- 
gen. Aehiilichcmcise fol^t iteiter: durs jede der 
zwei Geranien (i6, a,b, alle Punkte cnlLnlt, «ei- 
che den sünuntlichcn Punkten in der Hnderu Gera- 
den entsprechen; nämlich irgend einem Punkte in 
der einen Geraden, z. B. dem Puiilvle e in der 
Geraden db, entspricht derjfJiigc Piuikt c in der 
andern Geraden a,i',, welcher mit ihm iu denisel- 
hen (durch A gehenden) Stralilc liegt, so dafs also 
jeder Geraden in der einen Ebene irgend eine he- 
stiimntc Gerade in der andern Ebene entspricht. 
Daraus fllersen folgende Sätze: 

1. „Jeder Geraden in der einen Ehcno 
entspricht eine hestimmle Gerade in der 
andern Ebene; d. h-, allen Punkten in der 
ersten Geraden entsprechen die sänimt- 
licbcn Punkte in der zweiten Geraden; je 
zwei solche entsprechende Gerade sind 
unter sich parallel, und je zwei entspre- 
chende Strecken (in zwei aolchen Gera- 
den) verhalten sich eben so, wie die Ab- 
stände irg cnd zweier entsprechenden 
Punkte vom Punkte A, also wie » : »,•" 
Und umgekehrt s „Eine Gerade, die durch 
irgend zwei Punkte in der einen Ebene 
geht, entspricht derjenigen Geraden, 
welche durch die cntsprcchendcnPunktc 
iu der andern Ebene hcBtimml wird." Ein 
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wGscntlicIicr husoiidcrcr Fall liiervoii isf: der foU 
fi;cii<lc Satz: 

II. „In jeder Geraden, welche daroh 
A gellt, also in jedem Stralil, Bint) z 
entsprecliendc Gerade vereinigt." 

III. „Dem Durch seil uittsp linkte 
pend zweier Geraden in der einen Elicn« 
entspricht der DurchEchnittspnnkt dei 
ihnen entsprechenden Geraden in dertti 
dcrn Ehene." 

IV. „Zieht man Bua irgend zwei ent< 
Bprecheuden Punlcten, etwa aus ii und 
nach hcliebiger Uiohtung zwei parallela 
Strecken, etwa ae und ü, t,, die sich dei 
Bezichiingesystem gemäfs verhalten, also 
at : n,e,=m fijf ao aiiid ihre andern End' 
punkte, e und e,, ebenfalls entspreeliend« 
Punkte, und liegen als solche in irgend 
einem (durch A gehendeu) Strahl." 

Aus diceen Fundamentalsützen folgen nnn'woi* 
tcr die nachstehenden SUtze. 

V. „Irgend einer geradlinigen Fignf 
in der einen Ebene entspricht eine ähB< 
liehe und ähnlichliegende Figur in d«i 
andern Ebene, nämlich die Ecken beidai 
Figuren sind entsprechende Punkte, sff 
ilaTs sie panrncise in Strahlen liegeBj 
und ihre Seiten sind outsprechende Gfl< 
rade (oder Strecken), also paarweise pa< 
rullcl.' 

VI. „Irgend einer krummen L,iah 
C in der einen Ebene S cntüpricbt oini 
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Hhnlicbe nii«! fitinlichliefucnile Curre C^f 

in der andern Klivnc ^, ; die Punkte, in 
welchen die erste Curvc C von irgend 
einer Geraden & gesvlinitteii wird, ont' 
Bpreclien den Punkten, in velolien die die- 
ser entsprechende Gerade df, die zweite 
Curro C, schneidet, bo duTa also C nnd 
G sich in ehen so vielen Punkten schnei- 
den, als C, und ff, ; daher wird joder Tan- 
f^cnte der ersten Cnrre auch eine be- 
atiinintc, jener parallele, Tangente der 
zweiten Curvc entsprechen, und zwar 
müasen auch ihre BcriiLrnngspunkto ent- 
Bprecfaendo Funkte sein; jeder durchs 
gehende Strahl, welcher die eine Curvc 
berührt, berührt auch die andere Curve, 
tind zwar berührt or sie in ontspreehen- 
den Punkten;" u. s. w. 
^^ Inshesondere folgt also hieraus, dafs: 
^^k Mll, „irgend einem Kreise in der 
^ftineu Ebene rhcnfalls ein Kreis in der 
^Ködern Ebene eutsprcchen mufa, und daTs 
^Boch die Mittelpunkte zweier solcher 
^■CreisD cnt&prccUondc Punkte sindj" 
^ft. s. 

^^^ Zufolge dieser Eigenschaften des Beziehnngs- 

^Rgreteins wird der Punkt ^ „der Aehaiich- 

> keitspunkt" oder in Aiischuug der hcideii auf 

cioandcr liegenden Ebenen ß unb ß, „der Pro- 

jcctionapunkt" genannt. 

Bei einem solchen Bcziehungssystern sind Je- 
pech xwet wesentlich verschiedene Fälle von ein- 
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andvr zu uuterecbetdcn. Mbq kann nämlicli cnt> 
ucdcr: 

a) je zwei en1>j[ireciicndc Punkte, wie a nnc 
a,, auf einerlei tJvilc vom Aciinlicbkeits« 
[Hinkt A oniichiiicn, ^ie bei der lorstebco* 
den UetrachtuniT ^cEchchcn ist, oder 
j3) je zwei enlspreclicnile Punkte auf entgegen 
gesetzten Seiten Toin Aelinlicltkcitspuiiktt 
anneliuten, in velcliciu Falle dieser fortan 
durch / hezeiclmet iierdcn wird. 
Diese lieiden Fälle worden in der Folge da- 
durch unterschieden, üafs nian beim ersten Fallo; 
sagt, das Uezichun^ssyetein habe einen „äufs» 
rcn" nnd heim zweiten Falle, cb habe einen , 
neren" Aeluilichkeitspuukt. 

Je zwei ähnliche Fi^uren^ geradlinige; odei 
knimmlinige, lassen sidi sowohl so legen, dafs t 
einen äur&ereii, als so, dafs sie einen innereSi 
Achnlidikeitspunkt; haben. Es giebt auch 
gewisse Klasse von Figuren, die beiden Fordonitt 
gen zugleich genügen können, d. h. die sidi 
Bolclie Lage bringen lassen, dars sie zugleich ei- 
nen äurseren und ciuvn Inneren Achnlichkeilspiin 
liaben. ^Vird von zwei Figuren in einer EIh 
gesagt, sie seien Ähnlich und ahnlichÜcgend, 
liahen sie allemal einen Aebulichkeitspunkt (V« 
«. VI.)- 

4. 12. 

I. Aus den vorstehenden nllgeuieinen Go&vtzen- 
iiber den Aehnlicbkeil sjiunkt folgen für den 
insbesondere nach stehende Digcnschaftcn. 



F 

^H „Sind in einer Ebene irgend zwei 
^pKreise gcgelien, gleichviel welcho ge- 
"gerseitige Lage sie haben müge», so ha- 
ben sie allemal zugleich einen üufscren 
und einen inneren Aehnlichkeitspunkt. 

Es seien M, Jf, (Fig. 14.) die Mittelpunkte 
der Kreise und etwa 06, &^^^ irgend zwei pural- 
lole DurchinesBer derselben, so werilcn, wenn man 
durch die Mittclpoukte die (acrade iiW/, zieht, 
ilic fortan „Axe" beifsen soll, die auf einerlei 
Seite der Axe hegenden Endpunkte der Durch- 
messer mit dein äursercn, uitd die iiuf entgegen' 
gesetzten Seiten derselben liegenden Endpunkte 
mit dem innem Achullchkeitspunkt in Geiadca 
liegen; d. b., die Geraden oder Strahlen aj,, b6, 
begegnen der Axc in irgend einem und demselben 
festen Punkte A, tiiid die Strahlen tib,, t^d, h». 
gegncn ihr in einein festen Punkte !■ Denn ver- 
möge der Pai'ullelitat der Durchmesser sind ofteubar 
iie Dreiecke AMn und AM^a,, so wie die Drei- 
ike IMa niid /J/,b,, ähnlich, woraus folgt, durst 
o) AM : A3I, = ßla : da,a„ und 
Ä> IM : IM, = Ma : M.b,, 
wie uiaü sieht, dem Prhizip des Aelmlich- 
'fcoitspmiktes genügt; denn da nämlich die Verhält- 
nisse rechts, die aus den Kadien der Kreise ge- 
bildet sind, constaiit bleiben, velche parallele 
Richtung diese Radien immerhin haben mögen, 
so müssen auch die Verhältnisse UnJcs, also 
AM '. AJU, imd JM : /M,^ deuselben beständi- 
gen Werth haben, etwa n : »,, und daher müs- 
Bcnfolglidi (du die Mittelpimkte M, M^ Seat sind): 
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„ullc Geraden «der Strahlen, velchs 
diircii (lio uuf einerlei Seite der Ase 
MJil, licgeiiilcn Endpunkte paralleler 
DnrcbntCB&er geben, der Axe in einem und 
deine clben festen Punkte.^, nnd dicS trab- 
ten, w et ehe durch die auf eiitfi;e^ enge setz- 
ten Seiten der Axe lioj;e»den Endponktr 
(fchen, müssen ihr in einem und deinsel 
bell festen Punkte / begegnen, uud diese 
zwei festen Punkte sind die Aebnlioh- 
keitspunkte der gegebenen Kreise." 

Dit iV,a, = ^,b,} als nalbuiesser des Krei- 
ees M,f so sind die zvei VerhältnisEO redits (in 
(a) und {&)) einander gleich, daher iit auch 

e) AM : AM, = IM : /.W, ; 
das heilst: „Die zwei Mittelpunkte il/, M, 
der Kreise iniil die zwei AehnlichkoitS' 
punkte A, I derselben sind allemal zu- 
sainmen vier hartnoiiiscbo Punkte, und 
zwar sind sowohl jeue zwei, wie diese 
zwei, zugeordnete harmonische Punkte." 

Auch kann bemerkt werden, dats die Mittel- 
punkte der Kreise noth wendiger weise immer 
einerlei täeite des äufsoren Aehnlichkeitspanklei 
liegen, dagegen der innere At^nlicbkeitspunkt im- 
mer zwischen ihnen liegen Hmfe. 

Ferner sind über die gegenseitige Lage der 
Kreise und ihrer AehiilichkeitspunkLc folginide 
IJinständc zu merken: 

I) Wen» diu Kreise ganz aufser eiuuuder lie- 
gen, so sohneideu sich ihre iUifsercn gcmciuscbaft' 
liehen Tangenten im iiiifäercuj4', nnd ihre iuncrea 
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^■geuieiiisclinftllclien Timaieiiton solincidcii sicli im 
^Püuiercii /- Aciittlichkcitgjiiiiikto, Bo dnfs also beide 
1 AeiuilicLkt.*its|i linkte ual'acFhalb liciilerKrcUi! liegen. 
2) Lüfät iiian in der VortitülLiiig die Kreiao 
einander näher rucken, odrr, «eun die Mittel- 
punkte und Aehnlidikeitsinmkte fest bleuten boI> 
len, in gleiclicin Ycrliäiiiiira jj^'äCser Verden, bis 
1^ sie sich bcriibrcn, d. h. AuTserlich berühren, 
^Bho ist ibr Berührungspunkt xuf^Ieich ihr innerer 
^■Aebnlich k eitspunkf . 

^B 3} Bewegt man nur dioselbo Weise die Kreise 

^Bveiter, bis sie einander echnciilon, so liegt der in- 

^nere Aehnhebkeitspunkt / innerhalb heider Kreise. 

[ 4) Dringt der kluincrc Kreis so tief in ilua 

grijrseren, ilarg er ihn nur noch berührt, d, b. 

innerlich berührt, so ist ihr Bcrrdirungspiinkt 

zugleich ihr üufsercr Achnliebkuifspunkt. 

5) Gelangt der kleinere Kreis giinz iunerliiilh 

tdes gröfsoren, so liegen beide Aebnlichkeitspuiikte 
innerhalb des kleineren Kreises. 
6) Werden endlich die Kreise koncentrisch, 
90 fallen beide Aehiilichkeitspunkte mit ihrem ge- 
bnehiBcbaft lieben Mittelpunkte zusammen. 
k 7) Sind insbeBoudere die Kreise erntuuler 
gleioli, gleichviel ob sie einander schneiden oder 
sufser einander liegen, so liegt <ter iimui-e Aehn- 
liohkeitspunkt / bi der Mitte zwischen ihren Mittel- 
punkten, und der äul'scre Aelmliebkeitspuiikt ^ist 
unendlich entfernt. 

Von der Ricbltgkcit dieser Angaben nird mnn 
teh, durch Hülfe der ohigcn lietrachtuiigeu, ücbr 
«cht überzeugen können. 
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II. Nach vorstehender Uctriichfun^ Iicc^cn d 
Endpunkto irfrond zweier panilletcu RiulieD da 
zwei Kreise mit dem ätirsereu oder iiineron Aeht 
lichkeitsponkt in einer Geraden, jo nauhdeiii 
auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der Ax 
MM, liegen. Daher iiiufB nothnoiidigerwcise anj 
das Uni^kehrte statt Duden, nünilivh : 

„Zieht man durch einen der beid« 
Achulichkeit&ptinkte A^ I z'n-eter geg« 
benen Kreise ^>/, M, irgend eine Cioraüt 
welche den einen Kreis sehneidut, « 
schneidet sie nothwendigerweisc i 
den andern Kreis, und zwar in entspri 
chcndcn Punkten, so dnfs die uaeh ilf< 
sen Funkten gezogenen Radien tieidi 
Kreiüe paarweise parallel sind, z. B. )>i 
einer durch A gehenden Geraden, weloll 
die Kreise M, M, etwa in b und c, b, und« 
schneidet, iiiÜBsen sowohl die Radio. 
ßJb und M,\\, als Mc und M,t, paralle 
sein." 

III. Da für beide Achnlichkeits&ysteme di 
Verhältnirs » : », , iliirch welches ilio ent&pn 
ohcndcn Punkte bestimmt sind (§. II.), durch c 
Radien der Kreise gegeben ist (I,), uiitlun f 
beide den nämiicben AVerth hat, und da sowol 
AM : AM,, als IM : IM, diesem Werthe glei<j 
ist (I, a und ^.), so sind folglich 31 und M 
in beiden Systemen zuglciob cntBjir« 
cheudß Punkte. 

Nimmt man irgend einen beliebigen Punkt i 
an, und betrachtet üin, in Bezug auf beide AchD 
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liclike!tssysteiiio, tils mit dein Kroisv M «Icrselbeti 
El>cRe E anyeliörend (J- 11.), so vt-rdcii iliiii in 
der aiidüm E))enc E, , welcher der andei-c Kreia 
M, aiigeliört, zwei Yerscbiedenc Punkte entspre- 
chen, näuiltch CS entspricLt ilini ein liestiuinitor 
Punkt q, in Bezn^ uiif den AehnUclikeilü]iimkt^, 
und ein hoätinnnter l'unkt p,, vcruitige des Aebn- 
liclikeitspunktcs /, nnd es müssen diese zwei Punkte 
<),, |), oIFcubur in einem uml deuisellien Durohines- 
Hcr des Kreises M^ Uogen und zvar gleicli weit 
von dessen Mittelpimkt entfernt sein ; d. Ii. , es 
mnrs(|,J/,p, eine Geruile und q,3/, ■= ^/,p, sein. 
Denn da M und 31^ in Be«U)i uuf Iii-ide Acbn- 
lichkeitspunktü entspreeticmlc Punkte sinil, und dn 
ferner q und q, in Bezuf^ uut' den AchnlichkcitB- 
{lunkt A, und 4 und p, in Bezug auf den Avlui- 
tiühkcitspiißkt / (tutaprccitende Punkte sind, su ist 
demnach sowohl il/,q, n\s 'V,p, piirullel Mq (^, 11, 
I.)} also q,i>f,|)| oineticrude, nnd es verhalt sieb 1 
AM : AM, = iMi) : JHT.q,, mul 
IM : M/, =r jttq : itf,p,, 
knithia (I, e-): 

Mn : iH,q,= M<\ : 3r,}f, 
1 folglich: I 

3/,q,= ii/,i),. 
KSUso: „Irgend einem Punkte, welchen 
rjBtan als zu dem einen Kreise gehürenA 
ansieht, wie etwu doui Punkte q iils zn 
dem Kreise M gehörend ungesehen, ent- 
sprechen vermöge der zwei Aehnlicb- 
Lkeitapunktc A, / in Bezug uuf den an- 
Bdern Kteis M, zwei solche Punkte q,, p,; 
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welche in einem iintl «Icm&olbon Du 
tnesscr dieses Kreises liegen und dfleiol 
weit von seinem MiHelpunkte (auf ent^ 
gcnj^esetzteu Setleii) abstehen; iinil es liuhet 
nur die Mittelpunkte jW, HI, der xw 
Kreise allein die Eigenschafl, ilurs e 
in Kück sieht auf beide Aehu lieh keil 
punkte CD gl ei eh cntsiirvcheode Punkt 
sind." 

Iliemach kann man leicht, wenn etwa der ei 
Kreis J>/, gezeiebnet vorliegt, aber der andei 
nicht, lind wenn die Aehnltcbkeit^punkte A, J f 
geben sind, zu irgend einem Punkte 4, oder p 
welchen man als zu dem ersten Kreise gehörend i 
siebt, den eutspreclieiiden Punkt in Ansclinng d 
weiten Kreises für das fiulsere und innere Aehl 
lichkeitssyetem finden. Nämlich man zieht die ( 
mde q,JI/,|),, niuuut den Punkt p, oder q, so l 
dafs (ijü/, = -MjP, (vasjuuter der A oraussetzoi 
dafs der Kreis M, gegeben sei, loiebt geschdi 
kann), und zieht die Geraden ^q,, /p,, so werdt 
sich diese in dem verlangten Punkte q scbneida 
Zieht man ferner die Geraden ^p,, /q,, so schul 
den sich tliese in einem Punkte p, nelchor elH 
falU der Fordenutg genügt, und es ist q.Vp eq 
Gerade, und ^M = iUp. Am einfachsten sind 1 
Punkte zu finden, welche in dem Umfan^^ f 
Kreises liegen, weil nünilich fiir diesen Fall in .^^ 
dem üurcUmesüer des gegebenen Kreises umnittf 
bar zwei gleiche Strecken gegeben sind, wie z. 1 
im Durchmesser d, b, die Strecken a, J1 
und M^h^J wodurch sofort, nach der ehe 
aa 
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^■Ingegebcnen Weise, die Endjinnkto «i, b 
^Hes entsprechenden IlurchmoRaers im 
andern Kreise gefunden nerdcn. Diese 
letzte Konstriiction findet Lei den unten folgenden 
, Aufgaben (§. IS.) Iiiiufige Annenduiij;. 
^ft Abb dem vorBtehondcn Satze fol^^crt miui ferner 
^^Mcht: „DaTs jeder Gcruilun, die man als 
^Hm dem einen Kroiac jcebtircnd unsielit, 
^wic z. lt. irgend einer Geraden fr, ilic mau 
^Hich als zum Kreise ü/ geliörend vor- 
l^^frtellt, in HiicksicLt auf die zwei Aehn- 
liclikeitspunktc j1, I, ztvci vcrECliieilene, I 
znui Kreise ilf, geliörige, Gerade G,, //, « 
entsprechen, welche unter sich parallel 
sind (weil jede es mit jener G ist), und 
welche gleich weit vom Mittelpunkte itf, 
abstehen'', „Geht die Gerade G insbesondere 
durch den Mittelpunkt M des zngehüri{;en Kreise», 
fio fallen die zwei Geraden G , , ff, auf einander, 
und geben ebenfalls durch den Mittelpunkte, ib- J 
res zugehörigen Kreises;" „und füllt endlich €f I 
^^pit der Axe JUit/, zusammen, so vereiuiu;eu sich i 
mkfu Ü, mit ihr." °) 

I *) Von der grofseii Menge Tun AiiuenduDgen, die aus J 

den Eigen Kchuflen des Aelinlichküit-iirnnkta »ich alilcltital 
Uwaen, und die ich aa einem anderen Urte ansfülirlii;h cal^ 
wickeln vei'ile, uili ich hier nur ein Beis|ii>il kura an- ■ 
4eilteti, welches den Zusamnienliaiij; einiger haulig betrach- 
leHtii neriLwUrdiffen Punkte des geradlinigen Dreiecks auf 
«lue eigen tbünitiche Weise aufklürt, iiäniiich das folgende 

^v fleiepiel- 

^H I. Xieht man in einem beliebigen Dreieck abc (Fi^'. 15.) 

^Haua den Ecken nach den Mitten an b,) C| der {;egenüber 
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Zmn Itpliufe des Folgentlcii ist v.s zneckmif 
ta\g, den hier betraclituteii moirienteii beatiiiuiitW 



]irgdid«n SeitPti gerade Linien attn bbi. (C|. so i 
Mcli dieie bekannilkh in einem uud ileniBelbeti funkle i 
und iheiien einander dergestalt, ilali «kh die Abschnltti 
einer jeden zu einander verlialteD uie 2 : I; d. h , 
Mit tUh: 

1. lala, = Ib : Ib, = Ic-, It, => 2 : 1 
Daraus Tulgt utsu, tlah man den Punlil / als Aehulid 
keitapuukt (O'ler IVojecliunspLiikt) eines Uezivliuiigiisjr 
Stents ansehen kann, in nelclieui nunda,, b und &,, ( und Cf 
entsprechende l'uukte sind, sii dall-i a, b, c der einen £.b 
E und ci|i b,, C[ der anderen bbene E, anj;«hureB, u 
dafn, mit eJueni Mort, tli« UieiUL-ke ab( und a,b,t| ( 
■prechunde Dreiecke sind, und dafs je zwei ühnlicliliegtnd 
Punkte , in Bezug auf diese Dreiecke, auch zugleidi fi' 
lichiiegende l'uukte in Itezu;; auf den AehnticÜkeitapaab 
/ sind, d, h. mit dieaeni in einer Geraden liege», und tb 
ihm nach dem beständigen Verhültnils lon 2:1 eutfen 
sind (S- ll.)- 

nird nun Temer als bekannt vorausgesetzt, d«fa H 
drei I.othea,IH, b,M, c,fff, welclie uus den Mitten a„b,,C 
der Seiten des ersten Dreiecks dbc auf diese Seiten «rrid 
let werden, einander in einem Punkte M treffen, n&mji« 
im Mitleipunklc des dem Dreieek unisdiriebenun KreiMi^ 
und wird bemerkt, daÜB dieselben 2ui;lcii:h auch auf d« 
entsprechenden Seiten des zneiten Dreiecks a,b 
pendikular sind (weil diese bezielilich mit jenen )i«ralll 
sind): so folgt, uenn man jene Lolhe für einen AugeubUt 
als zu dem Dreieck ait>,c, gehörend ansieht, rermitge dl 
Aehnlichkeitsimnkls / unmittelbar, dafs auch die ihnen en 
sprechenden drei Geraden, d. i. die durch di« locken s,b»| 
des ersten Dreiecks mit jenen t.uthea parallelen, und nf 
hin zu den Gegenseiten dieses Dreiecks senkrechlei), Gcf 
den a-4, M, M einander in einem bpslioiinten Punkts d| 
IrefTen, und zwar in demjenigen Punkte, welcher JMM 
Punkte la entspricht, so dafs folglich diu drei Punkte J~ 
I, A in einer (jeraden (.Pfujectiunsstrahl; liegen, i 
terhjtlt 

3. U : m = '2'. 1. 



r 



I Aehnlichkeilspiinlil. 



Benennungen beizulegen. Nämlicli irgend zwei 
entaprechenile Punkte, wie etwa q und q,, oder q 



Zugleich fol^t zunächBt uua dicter Hetrachtung anr 

doppelte Weise der bekannte Sats: TiDaTa die aus den 

Ecken auf die Gegenaelten cinei Dreiecka 

(a,ti,c,, oder abt) gefällten Lothe (_a,M, b,M, c,M, 

«der a-d, b-4, tA) allemal einander in einem nnd 

^Jemselben Punkte (Moder J) treffen". 

^^ Bb fulgt weiter, wenn man nämlicli den Punkt M als 

^Hhr ersten Kbene £ angehörend ansieht, und zwar all Mit- 

^Bltlpunkt des dem Dreieck abt uniBchi-iebeueii Kreises, dafs 

^^ibm dann der Mittelpunkt iH,, des dorn Dreieck il|b,C) un>- 

Kchriebcnen Kreises enlsprichl, und dafs fulglich dieser 

letztere Punkt 117, ebenfalls in dem vorf;enannten Pro- 

{«ttionsstrahl MIA liegen niula, und zwar so liegen mufs, 

daTs aicb <rerhü[t 

3. IM : IM, =2:1. 
Aus diesem und dem vorigen {'2.) Verhülinifs fulgli wie 
man iD der Figur sieht, dafs sieb auch verhält 

i. JM i AM, =-2:1, 
■o dafs also der Punkt A olTenbar der äufserc Afhnlich- 
Iteitspunkt der zwei Kreise M, M, ist 

K Demnach hat man, zusammengenuninien, den fulgendan 
„Bei jedem beliebigen Dreieck abe liegen 
[e zwei Punkte, A und /, tvuvon der eine A der 
'urchBchnittspunkt der drei Hüben und der an- 
er« I der Durchschnitts punkt der drei aus den 
icken nach den Mitten der Gegenseiten gez»- 
cnen Geraden ist, mit den Mi ttelp unkten, M 
nd M„ der zwei Kreise, woran der eiue dem 
Dreieck umschrieben und der andere durch die 
Mitten der Seiten desselben geht, allemal in 
einer und derselben Geraden, und zwar sind dio 
ar«t|,'enanntGn zwei Punkte die AehnUchkeits- 
punkte der zwei Kreise, so dafs also die vier 
genannten Punkte harmunisch liegen ({. 13, I.), 
wubei sowohl das erste wie das iweite Punk- 
teupaar zugeordnete barm onisch e Punkte sind: 
und ferner sind die Abstünde d er vie r Punkte 
D 2 



II. K.np. Uehpr Eigensrii. d. Kreisi 



nnfl pi, ßollen in ilpr Folffe, in Riicksiclit »nf d 
zwei Kreise M, jtf,, denen si« zngeliitren, „ähd 



■ ich rerhSlt 

5. IUI, : m : AM, : 4M = 1 : 2 : 3 : I 
11. Vermü^'B der Kreise M, M, und ilirer .lehnlirb- | 
kritKLiiinkte A, I fulgert man unmittclbni' nueh mehr liign 
■('haften, als x, ß. nachstehenJ«.': 

1, Die Sdecken Ja, Ab, Ac, In E, enlsiirechen 
Aiist^hiing des inneren AehnlichkeiU^unkU / ileii KtraeU 
Ma„ Slb,, Wc, in E, ; daher TeihSJt sich 

Aa : Wo, = Ab : Mb, = Je : Mc, = 3 i t. 
i. Die Punkte «,, A,, c„ in weichender Krvis JH, 
die btralilen Aii,,Ab,A( schneidet, Bind, vermüge des äuÜMrea 
Aehiilichkeitspuukla A, die Mitten dieser Slrahleoi ~ '^~ 

■ich verhall : 

Aa : Aa, = Ab : (J^i = At i Ae, ^3:1 

3, Bezeiclmet man die Punkte, tii welihen die KrÜ 
]H lind nf] Ton den drei, dai'eh ihren inneren AehDlichk<l{ 
punkt / gehenden, Strahlen aan b\>,, CC,, geschnitten v 
den, beziehlich durch b und b,, t und (,, f und f,, 
verhält «ich; 

/O : /O, t= /e ! it, = if : /f, = 3 : : 

4, Da der Punkt M, in der Mitte zwischen M iib< 
liegt (.1, 4.), und da ISa, und.Ju, bu a,a, senkrecht s 
■e muCs fuiglich der Kreis JB, aurh durch a, gelieni ' 
er durch a, geht; eben so mulii er durch ß, und y, 
hen Oder dasselbe folgt auch daraus, dafs M,ai {ihtbII 
Ma, vermüge des Aehnüchkeitspunkts /, und aucli M,m 
parallel Sta, vermäge des AehnliehkeJtspunkts A, dab i 
hin a,W^a, ein Ourchmenser des Kreises M,, »ai fi 
lieh äiBiOi ein rechter Minkel im llallikroise ist, l 

5, Werden also die Strahlen Aa,, Aß,, Ay, 
gert, bis sie den ersten Kreis Af in a, ß, y schneid«*, 
«ei'hiilt sieh, rermüge des Aebnlichkeitspiinkls A: 

Aa : Au, = Aß : Aß, =^ Ay : Ay, = 3 j 
(>, Vermüge des Kreises Itf, folgt nun weiter (,4.) u 
($. 17.), dals: 




Vom Aehnliclikt-i 



ich licu;cuilfl Punkte" ^vuitniit werden. Ebca 
>ltcii zwei Genule, wclclie in Uo;&iig auf eiues 



Iteclitcck ab, , afi, =s ac, . ay^, 

— bii, . bii| = bCi . b/j, ' 

— M, . ta, ^ tt), . t^i- 

7) VenuilRe dei AehnlichkciispuiiklH A fulgt {\. \.1.\ 

Hudileck Ao. . Au, = Ab . Aß, = Ae . Ay, = 

— Aa . Alt, = AJ . .*0, = Ar ■ ■J'^i ; 
id veniiögu de« AehnlichkeiUpuukla / folgt, dats: 

Rethtuik Ai . /ti, = ib . tc, = h . if, = 

— /O . /a, = U . Ib, = if . ^e,. 
Diese viirKtehenden Sätze (l bis 7,) njril man leichti 1 

eh gewöhnlicher Welae, in Worten abfasaeu köunea, wiB | 
B. folf;«niIt]n Salz: 

„InjedemDreieuk abc liegen die 13 Punkte - 
imiieh die drei Mi tlelpuii k te a,.b,,C, der Sei- 
ID. die drei l'urspunkte a,, ß,, y, der llüheti, 
e drei Mittelpunkte a, , b,, c, derjenigen 
trecken der llühen, welche mischen ihrem 
urchachiiiltspuiikte A und den Ecken des 
reiecks liegen, undendliuh die drei Punk te 
, «,, f,, welche in den au» den iJckeD durch die 
ilten der Gegenseiten gezoge: 



artli< 



irchBclinjtt.spuDkte t halb i 
id, als die Punkte t, r, f, in w 
raden den umschrieb enen Ki 



ntfen 



I. In Folge der ubigen Bemerkung (_l.), daCs ähn- 
chliegende Punkte, in IJezug auf die Dreiecke abc, u , b , c | . 
Buch zugleich in Uetraclit des Aehnlichkeitspunkls f ähn- 
licliliegende Punkte sind, kann nuch hiiizugefügt werdeJi, 
daTs, wenn man sich die >'ier Kreise denkt, wuron jeder 
die drei Seiten («der deren Verlängerung") des Dreiecks abt 
berührt, und eben so die vier dem zwt^iten Divieek ajb,c, 
eingescbriebcncn Kreise, dafs daiin die vier letztenui den 



AvT znci AchiilicIikeitssyHtriiic eiifs|irGcbcu(lc Gi 
ra<lc sühI, fortan iii Kiicksicht niif ttic Krcie 



Tier Fi'steren beziehlFr.h cntagirechf n ; i, h., äafs dann dies 
Kri'isc paarwFiüO den I'unkt / zum inneren Aeliiilichkeili 
punkt haben, und daffl also ihre Mittelpunkte |iaaf«ei»e i 
Stralilnn lirj^en, nelche duruti diesen Punkt gehen, und dal 
ihre Abslände run deniaelben sich TErhalten, wie 2 : I 
Aehnllches gilt Tnn den Dreierken abt und a,b,e, Ju Hii 
sieht ihres Aehnlichkeitspunkts J. — Die Dreiecke (t,ft|« 
und j|b|C, sind gleich und M, ist ihr (innerer) AehnUcI 
k~eil9[>un>(t, weil i\,M,a, eine Gerade ist und M, in dt 
Mitle zwischen a, und a, liegt. — U. s. w. 

iV. „Weno man in der Peripherie eines Krc 
ses M irgend vier Punkte n, b, c, g annimmt. ■ 
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lichkeltNpiinkt der drei neuen Kreise ist." Ub 
ferner: „Verbindet man jeden derrierangenoB 

den drei übrigen gehörigen Pu nkt J (d.h. mit dei 
Durchschnitts punkt der Hohen des durch die drei übrig« 
brslimnilen Dreiecks) durch eine Gerade, so lohnd 
den sich die auf dieseW eise entstehendenti» 
Geraden in einem und denselben Punkt, un. 
es Mir d jede durch diene i> gehülftet." U. s. w. 

V. Die wesentlichsten von den larslehenden Kütsei 
habe iih ichun an einem andern Uric angedeutet, nüinli«! 



f S. il. Vom Aelinlichlieirsiiutikt. 55 

„ähnlich liegende Gerade" lieiTsen. Endücli 
soll jeder Hti-alil, welcher durch einen der zwei 
AoluiliclikeitHpunkte jJ oder / geht, in Rücksicht 
auf die Krvise „ Aehulicbkcitsstruhl" {oder 
„Projcctionsstrubl") ji;cuannt werden. 

J. 13. 

1. Betrachtet iimii in einer Ebene irgend 
drei Kreise, deren Mittelpunkte jI/, , M^, M, 
{Fig. 15.) nicht tu einer Geraden liegen, bo gehö- 
ren zn je znei deraelhen zwei Aelmlichkeitspunkte, 
ein äulaerer und ein iiuierer (^. 12.); es seien ^, 
und f-i, A^ und Z^, A, und /, hezichlicb die 
Aehnbcbkeitspiuikte tier Kreispaare jT/, nnd J/^, 
M^ und iH/j, M., und M,. Von diesen «eeba 
Aebnlichkeitspunkten liegen Bilemal vier mal drei 
in einer Geraden, uüinlich die drei nuracrcn liegen 
iu einer Geraden, und jeder änrsere liegt den bei- 
den ihm nicht zugebürigcn iunereu in einer Gera- 
deu; d. h., es ist sowohl A^A.^A, als A^l^I, als 
A^/,/^ als A^J^I, eine Gerade. l>eun zieht 



bei Gclegeniieit der AiihHiidlung: „Develuppemenl ituui aerie 

de llieoremet rtlatifi am teeüoni coniijuea," in deti Anna' 

_ Itt de Malhttnalii/itet, redige par Ger gönne, h Moiit- 

Lf«U«r, tom. XIX. iü'iä. Ebendaaclbst deutele ich auch den 

Mfatz an; „Dafs der Kreis M, alle vi er Kreiie, 

Pialche dem Dreieck obc eingesehriebeu wer- 

den können, berührt," ohne zu wissen, dafs derselbe 

schon früher von Feuerbach bekannt gemacht worden 

war. Uebrigeoa hat auch Herr Prof. Duvc die Iteldtlim zvi- 

ach«D den vier Punkten in (I, 5.), au wie die liligenschaft 

(n, 4.) durch unmittelbare lleziehung bi^ider Dreiecke abc, 

■aibfCi auf einander, uhne Anwendung des Aehnliclikeiti- 

auf einfache Weise abgeleitet. 
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II. K3[iii. Uebet Eigenscli. d. Kce 



9- U. 



man z. B. die Geruile ^,<4^,^ bo ist sic^ vcritiö){i 
der Punkt« A^, A^, eiiio üui'aerc AcliididtkeitsUi 
nie sowoM zu den Kreisen M, and M.., als Mi 
nnd jf/,) luitliin inurs sie mich eine äufsere Achn 
liclikeilsliiiie der Kreise M^ imd M, sein, 
ftls Bolcbe (liircU ilircu Surscron Aclmlicbkoitspimli 
A, gclieii. Oller, aiti sich hiervon augonscheini 
eher zu überzeugen, denke uiun sieh aus den Mi 
telpuuktcD i)/|, ATj, JH^ der Kreise, nach irgei 
einer beliebigen Uicbtung, bis an die Gerade A^^ 
Parallele M,iV„ M^N^, M,N^ gezogen, so vi 
hulteu sieb diese, vcnnßge der Aelmliobkcitspunkl 
A^ und A^^ wie die Ituilien der Kreise; also, 
diese Radien durch /t,, /f^, R, vorgestellt wei 
den, Eo verbnlt sich: 



jV.iV, : M^N^ = R, 

daher verbiilt sich auch 
M„N. : M,N, = Ä, 



11^ (vemiiige A^) 
7*3 (vermöge A,) 



wonuis denn folj^t (§. 11, IV-), dafs die 
N^Nj oder A^A^ durch den Aehnlichkeitspunk 
J, der Kreise il/j, jf/, geht. 

AclmlidiorTeise folgen die übrigen drei FäU 
Also: 

1, „Von den sechs Achnlichkciti 
[>unktcu, welche zu drei beliebigen, 
einer libene licgeuden Kreisen, pa 
weise genommen, gehören, liegen v 
mal drei in einer Geraden, nSmlich es lii 
gen diu drei aursorcn und jeder äuTs«! 
liegt mit den beiden, ihm nicht zngeliül 
gen inneren, in einer Geraden;" oder 



fS. IJ. Vom Aehnlichheittpunlit. 57 

andern Worten: ,,ilie ilroi Kreise hüben vier 
f^emciuBchaftlicbe Achnliiilikeitastrah- 
len, einen aufscren nnd drei innere." 

2, ^Venn die drei Kreise insbesondere alle 
auTEer einander liegen, so sobnci<len sich ihre ge- 
mcinechaftlicben Tangenten in ihren sechs Aebn- 
lichkeitBpnnkteD ($. 12, i, 1.), so dafs also der 
vorsteheitilc Satz eich auch auf die Darobsclinitta- 
punkto der sechs Paar Tangenten, welche die 
Kreise, paarweise genommen, gemein haben, über- 
tragen latst. 

3, Wenn insbesondere der eine Kreis, etwa | 
M^f die beiden übrigen berührt, so sind die zwei 
BeriihmDgapunlde zugleich entweder (f. 12, I, 2 
und 4.) 01^ die Achiilichkeitspunkto ^1, und^^, oder 
i, nnd /j, oder &) die Aehnliuhkcitspuukte J, 
und /,, oder A^ und /,, je nachdem er sie näm- 
lich (o) gleichartig, oder {&) imgteiehartig berührt 
(d. h. in Rücksicht auf äurscrlich und innerlich 

irühren); daher kann man auch sagen (1); 
pWenn irgend zwei Kreise IH,, M^ von 
einem beliebigen dritten Kreise jW, be- 
rührt werden, so liegen die zwei Berüh- 
rungspunkte iiUemal mit dem Kufseren 
{A^ oder inneren (/j) Aehnlichkeitspunkt 
derselben in gerader Linie, je nachdem 
sie gleichartig oder ungleichartig vom 
dritten Kreise berührt werden." 

4, Wetm ferner insLusoiKlcrc zwei Kreise 
einander gleich sind, etwa H, = Jt^-, so liegt ihr 
innerer Aeliulichkeitspuukt I^ in der Mitte zwi- 
schen ihren Mittelpunkten M,^ M^y uud ihr äurse- 



^g 11. Kapit. Ueber Eigentch. d. Kreisen. g. 1]. 

rer Aehnlichkeitspiuikt J^ liegt unenillicli eutfenit 
(4^. 12, 1, 7.), 60 (laTs tilso nothwciiiligvrweiBe dig 
Aehiüichkeitastrahlcn /,J,[Aj, A,A-,\A^]m\t de» 
Axc M,M^ parallvl geheii. AYcnleii alle dni 
Kreise üiiiander glnicli, so entfernt sich iler i 
lichkeitsstrahl A^A^A^ in's Uneiiillichc , und d» 
tirei inneren AeLolichkeitsstrablen /,/g) -^tA 
/,/, , wenlen den Axen ^/,iW„ ü/^itf,, M,M 
parallel. 

II. lieber die drei betracbteten Kreise i 
bier nnr nouh eine Bcnierktinf;, in Itezng anf fi 
licli licgrendo Punkte, hinzugefügt werden. Stu 
utwa n, und q^ irgend zwei älinlidi liegende Puakti 
zu den Kreisen M, und J/, in Bezug anf i] 
üaFseren Aehnliclikeitspnnkt A^, so werden Bio 
die Strahlen A^^, nnd^,q, in demjenigen Punkt) 
(|, schneiden, welcher jenen zwei Punkten iu ] 
zug auf die Achulichkeitspunktc ^2, ^, entspricht^ 
d. b., es sind 4, und t;,, q^ nnd ^3 bcziehüch übt 
lieb liegende Punkte zu den Kreisen M, und M^f 
M^ und M^ ; nnd eben bo werden eich die Strah 
len /i4, und /.q^ ia demjenigen Punkte p, scliuä 
de», weldier den zwei Punkten q,, q^, in Hiii 
der Aehnlichkeitspunkte /„ /, entspricht; dil 
zwei Punkte q , und p , aber wei-ilen allemal i 
einem Durdimcsscr des dritten Kreises A(, li«* 
gen und gleich weit von seinem Mittelpunkte 1 
stehen. Von der Ricbtigkeit dieser EigcnBchafte« 
wird man mittelst des Vorbergchendt'U sich Icicfal 
überzeugen. 



[S. l'l. Vom Oll der gleichen Polcnzen. f|(J 

III. \'oii der Potenz Ix'i Kreisen. 
A. Vom Ort derirlcichen Poteuzeii, 



|. 14. 

Hiud in e'uier Eb«ie ir^nd zwei fuste Punkte 
J>/, M^ (ßig' 16-) gegeben unil es soll der Ort 
desjenigen Punktes JV gefunden werden, für veU 
eben der Unterschied der Quaitrate seiner Ab- 
stände Toa den zwei festen Punkten eine gege- 
bene GröFse, etwa =a «', ist, so dats also 

]*m^ — M,N'' = «s 

so ist der in Frage stehende Ort offenbar eiiio 
Gerade AQ, welclie auf der durch ilie zwei festen 
Punkte bestinunten Geraden MSI, scnkrecbt steht 
imd sie dergestalt theilt, daTs auch der Unter- 
ichied der Quadrate ihrer Abschnitte gleich jener 
gegebenen Gröi'i^e ist, d. b., dafs auch 

M^^ — M, Q" (= «* 
bt. Denn crfiillt der Punkt JV die gegebene Be- 
dingung, so hat man, wenn mau aus ihm auf die 
Gerade 3l3r, das Loth iVQ fallet, vermöge der 
rechtwinkligen Dreiecke IVQiH und J\^I, : 

MM' — QJtfj = NM^' — «3/,' = A^Q', 
tnitbiD 

JVJK* — iViK/ = qM" ~ QÜI," = U-. 

Da nun aber die Gerade MJtl, nur in einem 
einzigen Punkte Q ^o getheilt werden kann, dafs 
der Unlerscbicd der Quadrate der Abschnitte, das 
ist QM* — 9^,'i eine gegebene Grörsc jf' hat, 
sQ trifft also dos genannte Loth iVQ die Gerade 



t 



P 
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IL Kaptl. (Jeber tligeiisch. d. Kreise 



S. 11 



MM, allemni in <lcni nliinlichpii festen Piiuktv f 
iiiul folglicli ist <ler Ort von N eine feste GertiA 
iV«. 

Ob der Punkt Q zM'iscIien den zwei feste 
Pnnkten M, M, liege, oder jenseits dcrsellK 
bangt von dem gegenseitigen \'erliältiiir9 der Gi&k 
u und der Htrcvke MM, ab, je nacbdeni HünUiil 
K kleiner oiler grüfaer ale MM^ ist. 

%, 15. 

Denkt rnfln sich njn die Punkte Jl/, JW, ] 
beliebigen Itadleu B, B, Kreise beschriebe», i 
verlangt den Urt des Pnnktes N fiir den besondec 
Fall, wo die Diftercnz der Quadrate seiner AI 
stände von jenen Punkten gleich ist der DifTerei 
der Quadrate dcv Radieu, also wo 

itW- — JT/,A^ = ««—«," = « 
so wird, wenn hisbesouderc die Kreise emaiul« 
schneiden, die gesuchte Ortslinie iVQ nothwei 
genveisc ihre genieinscbaftlicbe Hecante sein, d. I 
sie wml durcb ihre gegeoseKigeu Durchscliuilta 
punkte gehen. Denn fiir jetlcn dicsur zwei Piuiktc 
wenn man ihn mit J\' bezeichnet, hat man : MS^^l 
und M,Ti sa B,, welches otfenbar der vorliege! 
den, fiir IV festgesetzten, Uedingmtg genügt. 

Wenn aber die Kreise einander nidit sehne» 
den, so wird auch keiner vm ihnen van der Orts 
liniu J\'Q gctroiTen, sondci'ii diese liegt alsdan 
entweder zwischen oder jenseits der Kreist 
j e nacbdeni diese a u l's er oder in c i n a n d cl 
liegen. 



S.15. 



I Ort der ßleichon l'olenzen. 
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Im Allscneinen l'at »Uc Orlslinie J\'*J JVnipr 
folgenile Ucza'liung zu den znci Kreisen: 

a) ,,Dic aus irgeiHl einem Punkte tlois 
seilten uu die Kreise gelcgton Tangen- 
teu sind einander gleich;" iinil 

Ä) „Die (hirclL irgend einen Punkt ilcr- 
selben, welcher i it n c r h n I h der K r (m a o 
liegt (idso im Fidle, wo diese einiinder schneiden), 
in heiden Kreisen gezogenen kleinstf-n 
Sehnen sind einander gleich." Uad nni- 
gekchi-t : 

c) ,, Jeder Punkt, welchem eine von 
diesen zwei Eigenschaften (a) oder [i) zu- 
kömmt, liegt in der Urtslinio iVQ." 

Denn denkt intin sich aus irgend einem Punkte 
IV der OrfsUnie an jeden Kreis eine Tangente 
gelegt, bezeichnet die Bei-iihriingspunkte durch B^ 
B,, nnd denkt sich temer die Geraden Mlf, ]tT^!\% 
so wie die Uailien MB, M^B, gezogen, so hat 
man vermöge tlcr rechtwinkligen Dreiecke MBit 
und M,B,Ni 

JVB' = MIV —MB* = MW» —It' Hud 
iVJJ,* = jV.A" — JH,B, = = M.JV" — B,=. 
ifolgc der obigen Gleichung sind aber in diesen 
cien die Diß'erenzen rechts einander gleich, da- 
>t inure auch 

Aß» = IfB^», oder 
JVfi = JYB, 
d> b> , es ntiigscn die Tangenten clnaiuler 
lidi sein (a). Aehnücherweise wird der zweite 
'tili (A) beniesen. 

Die Ortslinie NQ wird vermöge dieser Eigen- 



(,2 n. Kapit. Uebpr EigRnsch. d. Kreises. J 'ö. 

Bcfaaft ,,i!ie Liinic tler gleichen Potenxeii", 
oder auch, in ADsehim^ ihrer Punkte, welvbe uuGk 
sorbalb der Kreise liegen, „die Linie der gier- 
chen Tangenton" der zwei Kreise genannt. 
Lieber die eigentliclien Gründe für die erete B» 
iieniiung sehe man die oben ($. 2.) erwähnte Ab- 
liandlung (im Jmini,. f. MatAem.), wo dieser ti» 
genstand etwas ausfülirlicher behandelt ist. 

Wenn insbesondere die Kreise einander 
rühren, so ist die Linie der gleichen Potenzen ks- 
gleich ihre gemeinschafChche Tangente in ilirm 
tj er ii hniD gspunkte. 

^. 16. 

Betrachtet man in emer Ebene irgend drd' 
Kreise JW,, Jtfj, itf,, deren Mittelpnnkte nicht ot 
einer Geraden liegen, so haben je zvm dcrBelbmi 
eine Linie der gleichen PutcnEcn; es seien TV, (5(,j 
NjÖi» jV, Ö, bcziehlich die Linien der gleich«! 
Potenzen der Kreise M^ und M^ , Jlf, und j 
iffj nnd it/,. 

Denkt man sich den Punkt (|, in welchem t 
zwei der drei Linien iler gleichen Potenzen, etwa 
die Linien IV^Qj nnd -/Vj/^,, schneiden, so hat 
dieser Punkt vermöge der Linie IV^Q^ 
Kreisen M, und M^, und vennüge der Linie 
JVsQt zu den Kreisen M, undiff, gleiche Potenz 
zen^ d.h., wenn derPimkt q aiiiscrbalb der Kreist 
liegt, so sind die durch denselben gebenden Tani 
geuten der Kreise M^ und M^y so wie der Kreise 
M, und iU,, einander gleich, also Tangente qtf, 
CS qfij und nß, => qfij) und wenn er innerhalb 
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der Kreise liegt, »o sind diu durch denscllien f^e- 
bcaideii klciiiBtei) Schiiou der Kreise M, uiiil J/,, 
so nie iler Kreiäu 3/, und JT/j, einander gleich — 
daher hat er auch zn den Kreisen Mg und JTfj 
gleiche Potenzen (d. h. , die durch iliu gehenden 
Tangenten oder kleinsten Höhnen dieser Ki-eise 
sind eiaandor^leich, nämlich Tangente qfi, =4//,), 
und folglich liegt er in üvt zn diesen Kreisen ge- 
körenden dritten OrtsUnte iV, $,. Der Punkt q 
hvifät vennügo dieser Eigenscliuft ;,der Punkt 
der gleichen Potenzen der drei Kreise." 

Aus dieser Betraditnng ergehen sich folgende 
SätEc: 

1) ),Die drei Linien der gleichen 
Potenzen iVjQj, iVaös, ^i^Z,, welche au 
Irgend drei Kreisen in einer Ebene, paar- 
weise genommen, gehören, treffen alle- 
mal in irgend einem Punkte c\ zusammen, 
nämlich Im Punkte der gleichen Potenzen 
aller drei Kreise." Und insbesondere: 

6) „Wenn drei Kreise in einer Ebene 

einander schneiden, so treffen sich die 

Atel Secantcu (oder Sehnen), welche sie, 

paarweise genommen, gemein haben, al- 

imal in irgend einem Punkte q (§, 15.)." 

c) „Wenn drei Kreise in einer Ebene 
naoder berühren, so treffen sich die in 
«den Berührungspunkten an sie gelegten 
Tangenten in irgend einem Punkte q." 

Schneiden die drei Kreise einander in einem 
Punkte, so ist dieser oifenbar zugleich der Punkt 
ihrer gleichen Potenzen q. 
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B. Von der gcnieinscbaftlioLen Potenz. 
*. 17. 

1. Zieht man ans einem der beiden Aehiitich- 
keitspuiikto mveier Kreise Jtf, 37, {Pitt. 18.), otwa 
aus dem äuTscren Aehnlichkcitspnnkte ^i, irj^end 
eine die Kreise Bclmeidcndc Gerade ^b,, so uJnd 
von den vier Sclmeidepunkten zwei nnd xmcl, näm« 
lieh a und et,, b und t,, ähnlichliegemlc Punkte 
($. 12, III.). Die zivei Schneidepunkte des einen 
Kreises lassen sich über mit denen des andern' 
noch in einer anderen Ordnung paameise gruppl- 
ren, nnmlich a und 6,, b und a, ; jedes dleea- 
zwei Paare soll vorläulig unähnlichllegende 
Punkte heifsen. Zieht man nun ferner durch 
denselben Aebnlicbkeitspuiikt ji irgend eine zn eitc^ 
die Kreise sehn cid ende, Gerade Ab,, so tica;cn ia 
üu- ebenfalls zwei Paar uuiüuilichliegcnde Punkte, 
nämlich c und t,, b und c,> und es kann leicht 
gezcif^t werden, dars jedes dieser Punktenpaare 
mit jedem Paar uniihnlicbliegeuden Punkten der 
ersten Geraden in irgend eiiictn Kreise liegt, also' 
dafs sowohl die vier Pmikto a, t, und c, t,, als. 
t), b, und b, (,, als b, <i, iiud c, b, , uls b, A|, 
und b, c, iu irgend einem Kreise liegen; nfimlid 
wie folgt. 

Mau ziehe z. B. die Sehnen at, bb, i],c,, M 
sind üc nud diC,, als entsprechende oder üfaulidi^ 
liegende Gerade, parallel (§. II, I. und $. 12, iU.)^. 
daher müssen die Winkel der zwei Vierecke aibC 
und (ifbbc, paariveise gleich sein, und daher muiii}<j 
da das erstere einem Kreise M eingeschrieben 
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ist, itucli (las andere einem Kreise eiiigCRcti rieben 
sein, d. h., die vier Fnnkle n,, b, b, c, mitsseti 
iu irgend einem und dcmsullicii Kreise liegen. 
El>eu 90 folgt, da die Selmcu t>c iiud t,c, als ähii- 
lioliliegetidc Gerade imrallel siud, dafs das AiGf- 
f <ack abc,b, eiuem Kreise eiageseiirieben ist; ii. b. w. 
Da die vier Punkte t>, b, iii, c, in einem 
Kreise liegen, so ist iu Itiicksicüt auf die Secon- 
ten Abi ^^11 zufolge eines bekaiiuteu Satzes (der 
Potenz des Punktes A in lleziig auf den Kreis 
ja,tCi, siebe die vorenväbule Abbaudl. §. 15.): 
Ab ■ Ai\, = Ab • Ati ; 
^en so folgt, da «i, t, c,, b, in einem Kreide lie- 
, dars: 

Ad . Ab, = Ab • At, ; 
md aus äbnliclien Griuiden i'u%t, dafs: 
An . Ai\ = At . Ab, lind 
Ab . An, = Ai . Ab, -, 
päd folglich zusammengefarcit: 
^A.^b, = ^b.jidj = Ai.Ab, = Ab.At^. 
Da diese Gleichungen iuuner statt linden, 
Reiche Richtung die schneidenden Ceradcn Ab,, 
uibi haben niügeu, also immer statt finden, füh- 
rend dem uian z. B. den Strahl Ab^ um den fe- 
«ten Aehnlichlvcitspunkt A bei-uinbcnegt , und da 
Aelmliches in Bezug auf den inneren Aehidich- 
keilejimikt / statt findet, so bat man also den 
iblgeuden Satz ; 

„Zieht man aus einem der beiden 
Sehnlich keitspuE 
) Jtr, JET, lieliohigo, die K 
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Bendo Strahlen, so liegen je zneiPuar 
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uiiülinlichlieG;en(IeSclineii1epuiiktc, 
che irgend zwei verschiedenen Striihlei 
augeliSren, allentHl in irf^end vinen 
Kreisi" nnd ferner: „das Reuhleck untei 
ileii Abständen je zweier u nülinlichlil 
geoder Funkte vom jedesmaligen Aehv 
lichkeitspunkt ist von lies tündii^cm In 
lialt, d. h., für alle Strahlen oder für alli 
Puuktenpuare hat diesos Reelitecl 
uen 1111(1 denselben bestimmten Inhalt." 

Dieser koiistanle Inhalt aller Rechtecke win 
„die gemeinschaftlivbe Putenz" der Kreifl 
JU, M, in Bezug' auf den jedesmaligen Aehnliol 
keit^pmikt genamit, und znar „Surscvc" oda 
„innere" gemeinschaftliche l'otenz, jo naclidei 
dieser Aehiiliclikeitsjmnkt der äuJ'sere ji oder d4 
innere / ist; und ferner werden je z^rei unähnlid 
liegende Punkte, durch welche ein Rechteck t 
stinmit vird, wie etwa a und b,, „poteuzhal 
tende" Punkte genannt. (Zwei potenzhaftendi 
Punkte brauchen jedoch nicht in den gegebene 
Kreisen selbst zu liegen, sondern nur in einei 
Strahl, und zwar so, dafs das Rechteck unter i 
ren Abständen vom Aehnlichkeitsjnmkte den h 
stimmten konstanten Inhalt hat, und dafs sie a; 
einerlei oder auf entgegengesetzten Sei 
ten des Aehulichkeitspunktes liegen, je nadida 
dieser A oder / ist.) 

II. Zum Ilehufc üjiäter folgender Aufgaba 
ist es «ichtig, hierbei noch auf folgende Umstand 
auüuerkciam zu machen. 

IIa nämlich die vier Punkte b, d,, b, c, 
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B nem Kreise iiegen, so müssen die SohneB bb und 
W Ai^i) ^t^ gemeinschaftlicho Sehnen dieses Kreises 
imd der gegebenen Kreise jT und M,, cinandei- 
in irgend einem Punkte q der gumeinschaftlicLen 
Sehne vi der letzteren Kreise schtieitlen (§. 16, 6.). 
Aus iilinlichen Gründen müssen die Sehnen (oder 
Secanten) tsi und t,b,, ab und l>,c,, bc und a,b, 
einniider auf der gemeinschaftlichen Sehne (oder 
Secante) ti der gegehcnen Kreise M, itf, sclinei- 
den. Entsprechendes findet iu Rücksicht auf den 

»inneren Aehnlichkcitspunkt / statt. Also: 
„Durch je zwei Paar [lotenzhaltende 
Punkte, welche in den Kreisen selbst 
(aber nicht tn einem und demselben Strahle) lie- 
gen, Verden in diesen Kreisen allemal 
zwei solche Sehnen (oder Secanteu) be- 
etimuit, welche einander in irgend einem 
Punkte ihrer gemeinschaftlicbcn Secan- 
te r^ schneiden." 

Iisu 
I. Durch die in den beiden vorhergehenden 
apiteln enthallencn Betrachtungen Über Eigen- 
schaften der Figuren sind nir nun in Stand ge- 
setzt, dem eigentlichen Zwecke dieser Schrift, 
E 2 
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jSsung aller gcometriBphen Aurgalieii nilttetnt ilo.^ Liaeals, 
pnn ein festet Kreis {ju(;i'(ien ist. 
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iiiiiiilich der Forderung: „alle f;coincfrisolieiK 
Aiit'((ubeii nur uiittclst tiea Lineula xn 1fr 
seil, wenn in der Elieac irgend ein feste!' 
Kreis gopeben iat," zu geniigen- Und 3 
kommt CB hierbei, nie Bcbon Eingangs bemerkt 
worden (^. l.), limiptsäoblich nur auf tlio I^üsui^ 
der nacbstehcaden ucht Aufgaben an. l>io Bo 
ueisgrimdc, auf uelctien die Kicbtlgkeit der : 
Löüung ilieäer Aufgaben angewendeteu Konstnio- 
tionon beruht, werde ich, wenn sie in vorbergehei 
den Sähen eiithalteu sind, kurz andeuten, wen 
sie aber in icichten, allgemein bekannten Elemea- 
tariiützeu bestebcu, mit Htillgchweigeti übergehet 
II. Nehmen nir also uu, es sei in der Eibenl 
irgend ein gezeichnet vorliegender Krois, so vk 
dessen Mittelpunkt, welcher fortan durch JO 1 
zeiclinet weiden säll, gegttbeü, und es sei nur d 
(^ebraiicU des Lineals, um zwischen gegebena 
Puukteu gerade Linien zu ziehen, gestattet ; dab« 
sei uian jcdoüli boteclitigt , die gegenseitige! 
Dnrchsclmifls|iuukfe des llülfskreises M und 1 
liebiger Gerader als uimiittclbar gegeben aiizui 
hen: so lassen sich die in Rede stehenden Aufgft 
ben nie folgt lösen. 

Erste Aufgabe. 

„Mit irgend einer gegebenen Gera- 
den, ilurcb jeden tielicbigeß Punkt, t 
Parallele zu ziehen." 

a. Wenn die gegebene Gerade ilu 
den Mittelpunkt des Hiilfskreiti es gebt, 
wie etwa aJUA (Fig. 19,). — lu diceem FiUto 
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hat iimn in ücr GcmilRR iinii)ittclliRr drei Piiiikt'e, 
närlI)i<^Il ilie kwc! Pitiikte a und f/, in nciclieii sie 
den Kreis schneidet, und den Miltclpiiukt ßl iles 
letztem, ivoron der eine, nüinlicli My in der Mitlc 
zwiacbeu den zwei iilirif^eu lic^, so dafs dnrdi 
deren llüirc sofort, nach ($. <i, l.), durch jeden 
I)«lie1tigcn Punkt mit »6 eine PnniUcIe gezogen 
werileti knnii. 

6. Wenn die g c g c h en e Gerade den 
Hülfskreis schneidet, aber uiclit durch 
Beinen Mittelpunkt geht, « io etwa et/. — 
Ziehe Ulla den Suhneidepunkten t.-, tl ilnreli den 
Mittelpunkt M des Kreises die Durchmesser rJ»/r,, 
dMd,, so hcstinunen deren andere lündpnnkte er,, 
llj eine Neluio c,/i, , neluhe mit der ge(!;ul>eneu 
9ti pnrnllcl ist, und durch deren Hülfe also sofort 
der Au%ahc genügt werden Uaiin {$. <!, 111.). 

Wenn die pegelienc Gerade ho- | 
iebige Lage liut, nie etwa die Gernde 
K — I. Ziehe aus einem willkürlichen Punkte 
t gegebenen Geruden, otua aus g^ den Durch- 
tneaser aig, lege durch einen beliebigen Punkt c 
der Kreislinie die Sehne cde mit a6 parallel («.), 
ziehe sofort die Durcbinesser cJ/r,, dJtld,, und 
durch ihre Endpunkte c,, d, die Gerade ii,c,J', 
so bat man in der gegebenen Geraden drei Pmdi.te 
e, g, J\ wovon oH'enbur der eine, g, gleich weit 
von den zwei übrigen eatferut ist, so dafs uiiui 
sofort durch jeden beliebigen Punkt mit dieser 
Geraden eine Parallele ziehen kann (§. C, !.)• — 
Idcr 2. Ziehe aus zvtei heliebigeu Punkten /', i 
gegebenui Geraden die Durchmceset /iff,c, 
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idd,, und durch deren Endpunkte die pHralieh 
Sehnen cde^, d^c^f^ die der Geraden in dcnT 
ten c, /"begegnen; aus diesen Punkten ziehe f« 
ner die Durchmesser efiic,,Ji>if^, welche jene S<^ 
nen in «^y, schneiden, so wird die Gerade £,, 
der gcjiebenen Geraden ef parallel sein, und m 
kann sofort durch jeden bcliehigen Punkt mit i 
letzteren eine Parallele legen (§. 6, III.). 

Anmerkung. 1) Der dritte Fall (f.) ü 
allgemein, er uuifiifst auch die beiden vorherg« 
bendcn Fülle, bo vie auch den besondeni Fd 
wo die gegebene Gerade den Kreis berührt. 

2) Sollten mit mehreren gegebenen Gerade 
durch gegebene Pnnkte Parallele gezogen werda 
so würde man am zweckmälsigsten verfahren, wei 
man irgend einen Durchmesser m^, und sofort snC 
gleichveit von ihm abstehende und mit ihm pari 
lele Sehnen cd, c,d, zage, weil alsdann diese dit 
PariiUeleu oß^enhar in jeder Geraden (mit welohi 
sie nicht etwa zufällig parallel wären) drei Punki 
wie etwa c, g und y, bestimmten, w ovon der eis 
g, in der Mitte zwischen den zwei übrigen lägfl 

Zweite Aufgabe. 
,,Wenn in einer Geraden irgend ein 
begrenzte Strecke gegeben ist, so so 
man a) eine andere Strecke finden, -wet 
che ein gegebenes Vielfaches von jeni 
ist; oder b) die gegebene Strecke in \ 
gcnd eine gegebene Anzahl gleich' 
Tfaeile theilen; oder endlich o) eine a 
dero StreoJic finden, welche zu der ge^ 



g. IS. m[llel9t des Liue.ils und eines f»ten Krencs. 7^ 

encD ir^ciiil ein ge^dicnos ralinnaleH 
c r b a 1 1 II i Tb Ii a f . " 

Man ziehe mit der gegebenen Gcmdcii irgend 
#iiie Parallele (erste Aufgabe), üo kiuiti gnfort die 
rorgelegte Aufgabe, niicli Atilcihiiig von (§. 6, IV.)) 
. werden. 

Dritte Auff-'abe. 
lAtif eine gegebene Gerade, dnrch ir- 
gend einen gegebenen Punkt, eine an- 
iere GeniUc rechtwinklig siii ziehen." 

A. Mittelst Paralleler. 
1. Wenn die gegebene Gerailo irgend ' 
Durchmesser des Hiiir^kreise» ist, ! 
Vie etwa ab (Fig. 19,). — Man ziehe irgend eine 
mit dem gegebenen Durchmcseera^ parallele Sehne 
cd (§-6j I.)) ziehe sedann denüurchniesaerrfmi/,, 

»und femer die Sehne cd^, so nird diese zu dem 
f;egehenen Dturchmesser ab rechtwinklig sein nud 
aroo ihni im Punkte k gehälflet werdeui man hat 
daher sofort nm: nöthig, durch den gegebenen Punkt 
mit der Sehne cKd^ emc Parallele zu ziehen (^. ß, 
I,), um der Aufgabe zu geniigen. 

fe\^m. insbesondere denjenigen Duiehuiesser zu 
den, welcher auf dem gegebenen ab ecnkreeht 
:ht, denke man sich die Geraden ac, bd gezogen 
(nachdem man zuvor cd mit <J> parallel gelegt hat), 
lege durch ihren Dui-chschnittspunkt und dnrch 
den Mittelpunkt M eine Gerade, so ist dieee der 
verlangte Uurchinessei' ; eben so schneiden sich die 
Geraden i«/,, bc^ auf dem gesuchleu Durchmesser. 
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1). TVonu die gehobene Oeradc da 
Qtilt'ekrcis schneidet, wie otna ci/. — Zi(A 
die Durclimesser cc,^ dd, und Bodann die Hchm 
eii,^ tlc„ so werden diese letzteren zu ilcr gegi 
heuen Geraden cd rechtwinklig und mithin nntf 
sich [inrnllel sein ; daher wird der Au%abe genii^ 
wenn man durch den jedesmaligen gegebenen Pont 
mit jenen Söhnen eine Parallele zieht ($. 6, HU 
c. Wenn die gegebene Gerade ii 
HAlfskreis nicht schneidet, wie etwa t 
— Ziehe irgend eine Sehne der gegebenen Oen^ 
den ef parallel (1. Anfg.)) «^ sei etwa de, «üh 
solche Sehne, sodann ziehe die Durchmesser lül^f 
c,c, nnd dann weiter die Sehnen cd) t/jC,, i 
diese eh der Seime de,, und mithin auch : 
gegebenen Geraden ef, senkrecht, alsa {larulM 
und daher wird der Aufgabe genügt, wenn \ 
sofort durch den gegebenen Punkt mit den Sei 
edj d,c, eine Parallele zieht ($. 6, III.)' 

Uer gegebene Punkt kann, wie leicht zu 
heu, m allen drei Fällen (a.), (b.), (c.) liegen i 
man will, in der gegebenen Geraden selbst, 
au leer halb derselben. 

B. Mittelst hurmouisuliei- Eigcnscliafl 

u. Wenn die gegebene Gerade Dura: 
messer des Uülfskreises ist, wie etwa t 
(Fig. 20,). — ^ «. Der gegebene Funkt liege aufäe 
halb des Uülfskreises, wie etwa p. Ziehe 
den Punkt p und durch die Endpunkte des DurC 
messurs a6 die Geraden />rr, ////, die den Kreis zuM 
zweitcu Mal in r, d sctmeiden, uud ziehe die < 
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^MRüdcii or/, eb^ die sich iii iri^eiid einem Piiiikle //, 
^|>itchuciilcn , ao winl die Geriule pp, itlo rerlaiigte 
sein. Denn Aa, av6 und a(//j rechte Winkel sind, 
so sind /f,c nnil pt/^ inllinsicJitdcs Ümcciis/'fr/i,, 
zwei uns den Ecken uuf die Gc^eneciten gefüllte 
Ivotlic, und didier iiiiirs aA rlns ans der drilton 
Ecku uuf die Gegenseite gct^lUto Lofh sein, weil 
alle drei Lotlie sich in einem und demselben 
l'unktc A scimeideii iiiüsBen. Der Itcweie folf^ 
ancb uns Iiarmonisclien Ei^ensuliufteu, zn wcluLem 
Emlc man nur noch die Guiude ctd ziehen mufe 
(j(. 10.). Liegl insbesondere der gegelicne Punkt 
in dem gegebenen Dnrchinesser , nie etwa r, so 
üeho man durch ihn i^end eine den Kreis acbnci- 
tlendc Genulc ref, ziehe weiter die Geraden ae 
iinil Ä^ (*/'nnd 6e, die sich in den Punkten y, y, 
Echneideit, lege durch dieso die Gerade fry,, die 
den gegebenen Durcbmessei- a6 in « Iriß't, lege 

K durch diesen Punkt g eine beliebige Sconute ctd, 
Üehe sofort die Geraden ac und dA, ud und c6, 
die sich in />, /; , sduieiden , und ziehe endlich dio 
Gerade pp, , so wird diese der Aufgabe genügen. 
Die Richtigkeit dieser Konstruction folgt aus (^. 10, 
III. nnd IV.); iKtndicIt es ist zu bemerken, dal's 
4^^, dieHanilouisebe des Punktes r, vmAprp, die 
Utuinoiiische des Pmiktoa « ist, u. s, v.. — (i. Der 
gegebene Punkt liege imicrbalb des llülfskreises, 
wie etfta //. Man ziehe die Geraden ny, 6^, die 
den Kreis in e, f schneiden , ziehe weiter die Ge- 
raden afy bc, die sich in 7, scliucidcn, so ist }r/, 
3 verlangte Gerade. Ist t der gegebene Punkt, 
I uchc mau durch ihu eiiio beliebige Seluio c»d. 
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lind Bodann die Ocradcn ar und db , ad und cb^ 
ilie äii'b in /i, ^, schneiden, ziehe ferner die Ge- 
rade ppit die den Durch messer ab in r trifTt, lege 
dnich diesen Punkt eine beliebige >^enante rrft 
lind ziehe weiter die Geraden «e und bf^ af 
/le, die tticli in ^, fr, schncidcu, so wird die Ge- 
rnde 77, der Forderung genügen, d. h, , »ie wird 
in dem gegebenen Punkte « auf dem gegeben) 
Durchmesser ab BeultreGht stehen. AUea beruht' 
auf ähnlichen Gründen, me vorhin (a). 

h. Wenn die gegebene Gerade belie-* 
hige Lage hat, z. It. sie Bei pp, (oder {r;,), 
— Man Buche iliren hiirmonischen Pol t (oder r) 
in Bezug auf den Hülfiskreis ($. 10, IV.), zi^usi 
den durch denselben gehenden Durchmesser Jtl* 
(oder Mr), so steht dieser auf der gegebenen Ge> 
raden pp, (oder yy,) im Punkte r (oder t) senk- 
reebt; man snclie weiter zu diesem Punkte p dift. 
Harmonische a.y, ziehe sofort yx, und ferner ox, 
bx, die sich in v schneiden, so Avird der Dureh*- 
messer vM der gegebenen Geniden pt/g parallel 
sein, nnd man hat sofort nur auf ihn aus dotn ge- 
gebenen Punkt ein Loth zu fallen, nuch (u), 
der Anl'gabo zu genügen. Für die Gerade yy, ist 
die Lösung etwas einfacher, wie man leicht bemer- 
ken wird. 

Vierte Aufgabe. 

„Durch einen gegebenen l'unkt eine 
Gerade zu ztebon, die mit einer gegeb 
ncn Geraden einen Winkel ciuscbliersi, 
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elcher einem gcgcbcuen Winkel gleich 
t." 

I Es sei AmC (Fig. 21.) der gegebene Winkel, 

EF die gegebene Gerade und etwa p der gegeliene 
Punkt. — Man ziehe die Durchmesser n6^ cd den 
Schenkeln dcR Winkels parallel (1, Anfg. ), so 
dafö Winkel aMc = AmC, nnd ferner de» Durch- 
inesBcr r/ der gegebenen Geraden EF parallel; 
sodann ziehe man weiter die Sebue ce, und durch 
a die Sehne ag mit ihr parallel, und ferner den 
Durchmesser g/i, so ist Bogen ac = ge, nnd mit- 
hin Winkel gMe = aMc = AmC; daher ziehe man 
endlich durch den gegebenen Punkt p mit dem 
Durehmesser gM/i eine Parallele p// ($. 6, I.) : so 
■wird pgrE (= gMe = AmC) der verlangte Winkel 
sein. Zöge mau die Sehne ae, statt ce, und durc^ 
c mit ihr eine parallele Sehne n. s. w., so wiirde 
man den andern Winkel erhalten, welcher ebeufalls 
der Aufgabe genügt, und welcher nach F hin, statt 
nach E hin, gekehrt wäre. 

Ebenso wird die Anfgabe gelöst, wenn insbe- 
sondere der gegebene Pimkt in der gegebenen Ge- 
raden EF selbst liegt, wie etwa 7, d. h. wenn die 
gewöhnliebe Autgabe gestellt wird: ,,An eine ge- 
gebene Gerade EF, in einem gegebenen Punkt y, 
einen Winkel anzulegen, welcher einem der GrüFse 
und Lage nach gegebenen Winkel vi/wCgleichist." 

Fünfte Aufgabe. 
„Einen gegebenen Winkel a) zu hälf- 
odcr b) beliebig oft zu verviclfa- 
ti o n." 
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Fnll Q. Es sei Am C (Pitr- 21.) Aar ^legubcn« 
Wiiikol. — Zielic «liu DnrdiiiiesseF a£, rr/ ilcR 
Svlieiikdii mA, mC iles Winkels |iitraUel, so tlnb 
W'iiikvl uJ/c = AmC ist; zifbu sofort die Sriino 
ad (odtii- M) tiiiil durch de» Scheitul lies fr*>gclie> 
neu ^Viiiki'ls die Gerade mn mit W (oüit r^) p»^ 
rallcl, so niril /n/« den Winkel AmC iiülfleti. 

iMill \u UiesL-r Füll kann ilurcli Uiilfc ilee 
driltuii Aufhübe nacti ^nlcilun;^ von (f, 9.) crle» 
di^'l werden. liier IJefsc er sich iilirigeiis uocb 
iiuf tuiderc Weise hcwerkstelllureu, dessen ieh tnicif 
alter eiilUchc, weil er mir iiiclit als sehr ncsciitlioh 
erscheint. 

Sechste Auf(!;a1ic. 

^,A)i vincu ^cgchcuen l'iinkt cinu Üe- 
raile zu Ic^l-ii, volohe einer der Grül'se 
und Lage uach gc(;ckcucii Geraden gleich 
iat.'' 

Es sei itf,o, (Fig. 22.) die gegebene Gerade, 
und et«'u jl/^ der gegebene I'iutkt. !:^oilen liele 
Gerade zugleich an den l'iinkt uV^ gelegt werden, 
dioder gegebenen Strecke M,n, gleich sind, s» 
sobuiiit (las fulgcnilo Vcrt'aLren lun z« cckiiiüijjig- 
steu zu sein. Zum leicht oron V erst und iiifs ist 
jedoch zuTÜrderst noch zu bemerken » dafs ilic 
Endpunkte aller Geraden, nelehe der Aufgabe g^ 
uiigen, offenbar in einem ÜJ-eise M^ liegen, dessen 
lliilbmcsser der gegebenen Strecke iU,a, gleich 
ist. Dieses leitet daher tlarauf, den l'unkt iU. und 
den einen llndpunkt der gegebenen Geraden, etwa 
j>/,, als ßliUclinuiktc zweier gleicher Kreise anzu- 
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sehen, deren Rndicn nämlich iler ;;ci;pI)ciicii Htrccke 
Jtfifii gleicb siiul, um soilann üurdi ilic i::egenBei- 
tige Bezivhiin^ der lirci Kroiso M, M,, M^, und 
zwar namentiicli durch ihre Aelinlichki^itspnnkfe, 
die Mittel xu finden, durch deren lliilfe der vor- 
gelegten Anf^iilic f!;onugt nenlen kaim. Zu diesem 
Kmlzueck stelle man sich unter A,, uiul /„, A, 
p-tmd /, , ji um! / beziehlich die Aehnlichkeitspuukte 
■Ber Krcts|mtire Jfl und JU, , M und M^ , 'M, inid 
In, vor. Oa die Kreise iV,, M^ gleich sind, eo 
Begt ibr innerer Aedulichkeitspnnkt / in der Mitle 
zviechen ihren IVlitlelpunkten M,, M^, und ihr 
äuTserer Aclinliclikeitspunkt A ist nnendlioli ent- 
fernt (§. 12, I, 7.), und es müssen die Aehnlicli- 
keitsstrahlcn j4|v1,[^], /^j/, [jfl mit der Axe 
M,M^ parallel Bein ($. 13, 1, 4.). Ilienmoh kann 
die vorgelegte Aufgabe nie folgt gelost werden. 
Man ziehe die tieriidcii ßlM, , MM, und 
IS^M,; ziehe ferner den Uurchinesser oft parallel 
der gegchenen Geraden MjOf, und sodann die 
Geraden n,«, u,f/, welche die J>f,J>f in A,^ I^ 
flohneidun; hierauf ziehe man weiter durch den 
Punkt^g, mit M^M^ parallel, die Gerade A,-^,, 
die der M^M mA, begegnet, und ziehe ferner die 
Gerade ^,/a, -»eiche die MjM^ in /trifft, luid 
endlich die Gerade lA^-, welche die Mßl^ in /, 
schneidet"): so sind ulsdatmdie Paukte A,, /, die 



•) Um iUe Piiokle A, , t, zu limli^ii, k;ii 
ziifulgc der ubigeii Vorbereitung, sUlt durcii . 
(lurth /^ die /,/, laitMiM, |iarallel ziulie», 
fürt durch di« Gerade .iljil, den l'uiikt I, u 
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Achnlichkeitspunkte zweier Kreise My J/,, 

der letztere die gegebene Strecke Jl/,«! zum Halb 

inesser hat. 

Nach dieeen Vorbereitungen ist es nun lüch^ 
an den Punkt M, so viele Gerade anzutragen, 
mau will, die der gcgebeuen Strecke M,a, gleid 
sind. Denn zieht man im Ilülfskrciee irgend M 
nen Durcbmesaer, Tvie z. B. a£ (trelcher aber nid 
mit ^Z,«! parallel zu sein braucht), verbindet sein 
Endpunkte a, b mit den Punkten A^^ /, dure 
Gerade A^a und ^/,, Afi und a/,, so schneidu 
sich diese in zwei Punkten a^, b^^ woTonjedd 
um die gegebene Länge M.^a, tou dem gegebf 
nen Punkte M^ absteht, und zwar liegen diei 
drei Punkte a„ M^-,b.'m einer Geraden ($.12,111.) 

Ist aber die Richtung der anzutragenden K 
raden gegeben, ist x. B. eine durch M^ gehendt 
Gerade gegeben, in welcher sie liegen soll, oda 
ist irgend eine Gerade gegeben, welcher sie { 
rallel sein soll, so uiaFs man zuerst den mit d 
ser Geraden parallelen Durchmesser des Hul£i 
kreiees Ü/l ziehen (1. Aufg.), und sodann «beo ■ 
Terlühren vie vorlün. 

Siehente Aufgabe. 
„Die gegenseitigen Durchschnitts' 
pnnkte einer gegebenen Geraden und ei 



Gerade Itt den Punkt A^ erhalt; oder man kann drittel 
Kuerst die Mitte l der Geraden M,Ar, suchen (2. Aufg. 
und dann niilteUt der Gemilen i/f , lA^ die Punkte jf , 
/, linilen 
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Isos der Grürae und Lu^e nach gfl§;clifl> 
beocD KruiMvs (welclier aliur nickt ge< 
keichnel vorliep^t) zu finden." 

Km Bei f.', (Fig. 23.) dio gegeben« (Jonide, 
, der Mitteliiuiikl und i'twii ^,«1 der Railiiifl 
dei gegebenen Kroiaes. 

Die vorgelt'fttc Auf;::»!)» kann diulurch gelügt 
worden, üafn niiin die Aclmliclikeitspnnkte A, I 
der zwei Krcitio M^ itf, konslruirl , iiml soilmm 
diejenige Geruile U Blicht, welche zu dem IliillVt- 
kreiMC M, in Anseliiing iles einen niler undei-n 
AehnlielikeitRjiunktcB, Ubnliche Luge biil wie die 
gegebene Gerade <!j zu dem Krciae JT/, ; denn 
aladonu niÜHseu diu nnrutiBchiiitlsjmnkte g., h der 
enteren (ß und itf), den Ihirebschnilliijiunkten 
g-,, A, der letzteren ('■', und JT7,) entitprccbun, 
od«r mit ihnen tlhnliobtiegcndo Punkte Hoiu, lo 
daro diese f^,, ^,) uiittelut jener {g^ h) sofurt 
gefunden werden. DivaeB alles gcaobieht alter wie 
folgt. 

Man üeho den IturehinesBer nb mit deui ge- 
gebenen limlius ^/^,(i| parallel, xiehe temer di« 
Axe MjV, neliHt den Geraden a^a^ n,Ä, welche 
die Ase in den Acbniichkeitapunkten A, f Bclinci- 
don (#. 12, y.). Man veHilngoro denlladiua «,il/,, 
bis er die gegebene Geriuic (i^ in r, trifl't, und 
flehe sednnn den Htrabl Ac,, der dum Uurchuiua- 
ser «Ä in r begegnet, ho aitid e und c, «»ei Khn- 
liohliegende Punkte, in llev^iig auf den ntil'Boren 
AehnlidikeilFtpunkl A (weil nM , a,M, »bulicblie- 
gende Gerade aind ((. U.)). Nun ziehe man fer- 
ner ini [lülfakrciüu einen beliebigen UurehnicHier 
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de, le^o die Geraden, Ir, <//, die sich in «, sdini^i- 
. den (oder die Ucroden Aä, el, die sioli in </, 
.pcluividcn), ziehe den Onrchniesscr e,Mt (oiler 
dtH/,), der jenem //<7 entspricht, also mit ihm jta- 
.roUel ist, und der die Gerade G, iny, sduicidet, 
imd ziehe endlich den Strubl ytf, , weldier dem 
Durchmesser efo iuy begci^iictj so sindymid/, 
ebeJifallB ahn lieh] legende i^nnkte ia Bezug uiif d<>ii 
, ^^ehnliohkeitsiiunkt A. Daher sind die Geraden 
cA ^i/^t *"!*-''' ^) ^1 ) 'I' liezug auf den Achti- 
lichke!tB|iunkt A^ ähnlich liegend ($. 11, I.), und 
ehirnso die Punkte g und ^,, /t und A,, in welchen 
. sie die zngehürigen Kreise i)/, itf, schnoidea, Mun 
ziehe deinniich veiter die Gerade^ die den Kreis 
M in ff} h sulineidet, und sodann die Strahlen Ag, 
Ah, 80 tTefi'cn diese die gegebene Gerade G, iu 
dcu iu der Aufgabe verlangten Punkte« ^'i, Ä,. 

Anmerkung. 1. In Dinsicht der gegenseU 
tigcn Lage des Kreises M und der Geraden G 
sind drei Falle möglich, nämlich euf n eder 1) sobneK J 
den sie sich in znei Punkten, oder 2) sie herübrof 
sieb in einem Punkte, oder 3) sie tvetl'eii einondei 
gar nicht; in jedem dieser drei Fälle findet danSB 
oU'enbar in Ilinsicht der gegenseitigen Lajfe dM 
gegebenen Kreises jU, und der gegebenen Gei 
den Cr, ein Gleiches stutt. 

2. Wäre der Radius ^/,n, zufallig mit derl 
gegebenen Geraden G, parallel, so würde der^ 
Punkt c^ UHondlich cnlfomt liegen, und alsdann 
wäre es he(|uemer, statt sebicr irgend einen itnde- 
ren Punkt in der Koastriiction zu gebrauchen, der 
uämhch auf dieselbe Weise, wit; der Punkt y, her- 
vor. 
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vorgcbraclit und iicniitzt würde. Bei Anircndun- 
gcn auf dem Felde würde lur Bequemlichkeit auch 
Bclion in dem Falle ein anderer Punkt zu Hülfe , 
geuoinitien \renleii, wenn nur der Funkt c, sehr i 
entfernt löge, d- li. schon wenn die Geraden Oiitf, 
und ^1 einen eehr spitzen AVinkel bildeten. 

3. So wie man durch Hülfe des änrsercn Aebn- j 
licfakcitspunktce A die zur Lüfinng der Aufgabe | 
nöthige Gerade G, oder Sehne g&y koustruirt 1 
hatj eben so kann man mittelst des huieren Aeho- ' 
liijikeitspunktcs / eine Gerade Ä hervorbringen, 
die in Bezug auf denselben der gegebenen Gera- 
den G, entspricht, und v/o tnon alsdann mittelst 
zweier durch / (und durch die Uurcbschnittspimkte 
der H und des üülfiskreises M, die niünllcb die J 
anderen Endpunkte der durch ^, A gehenden Durch- 
messer des l^elses M sind (f. 12, III.)) gehen- 
den Strahlen die n^mliclien gesuchten Punkte g,j 
Aj findet, wie dort. Kämen daher bei einem prak- 
tischen Falle, etwa auf dem Felde, üindemisse 1 
vor, wäre z. B. die gcgobeuo Gerade Cr, nicht J 
fibcrall zugänglich, sondern wäre sie nur durch 
zwei Punkte, etwa durch c, und/",, gegeben, die 
BO lägen, daTs man nicht von dem cilieu bis zu 
dem anderen hinsehen könnte, so würde man auf 
die angegebene Weise beide Aefanlicldccitspunkte 
A und / zugleich benutzen, um jeden der beiden 
gesuchten Funkte g,, A, als Durcbschnittspunkt ' 
zweier Strahlen, wovon der eine durch A und der] 
andere diu-ch /ginge, zu erhalten. In diesem 
Falle miifste aber der Gang der Auflösung etwas 
geitudcrt werden. Nümlichman würde zuerst durch 
F 
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die gegebenen Ptinkte c„ y, die Durchmcsafl 
e^M^^J'tM, ziclien, sodann mit dJeseu parallel d 
Durchmesser aö, de, und dann wäre von da an d 
Weitere wie luvor. 

4. Wenn der gegebene Radius JV,a, inet 
sondere in der Axo ]\IM, läge, z. B. wenn i 
Jf/,^-, i\-ärc, vie niüfste duna bei der Lüsnng i 
fahren worden 1 Ein übniichcr besonderer Fij 
kann bei der TorhcrgehcDdcn Aufgabe eintrete 
wenn itänilich die daseihst gegebene Strecke Jlf,| 
in der Richtung irgend eines Dorchniessera d 
Hülftilureiscs iU liegt ^ und Aehnliches kann lern 
bei der nachfolgenden Aufgabe (S. Aufgabe) sta 
finden. Die Lösung dieser besondem Fälle wfa 
den Ltehbalicrn zur Selbstübung ühertasseu. 

Achte Aufgabe. 

„Die gegenseitigen Durchs chnitta 
punkte zweier gegebenen Kreise zu fin 
den." 

Erster Fall. Wenn der eine Kreis gezeid 
nel vorliegt, näiulich der Uülfskreis M selbst \4 
und der andere Kreis nur der Grüfse und Ltag 
nach gegeben ist. Es sei z. M. M, (Fig. Ift 
der Mittelpmikt und M,b, der gegebene Rodii 
des zweiten Kreises. 

Bei der Losung dieses Falles konunt ea t 
fenbar darauf au, die gemeinschaftliche Secanfe 
der zwei Kreise zu finden, weil diese sodann b 
dem Uiilfskrcise uumtttelbar die gesuchten Funkt 
t, 6 giebt. Dieses kann, zufolge (^. 17.), unt4 
audeni auf nachstehende Weise geschehen. 
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Man ziehe im ilülfskroiso M den Durchmesser 
$f dem gegcbeneo Radius .Ztr,b, parallel, ziehe fer- 
IKt die Axc MM i nebet den Geraden h^b, &,t, die 1 
|ener in den Aehnliubkeitspnnkten A^ I begegnen, 
hmd den Kreis M zuiii zveitcn Mal in ti, e Eclmei- 
'Scn; Dim ziehe man veltcr den Stiald At^ der den 
Kreis M ziim zweiten Mal in b und den verlänger- 
ten Radius b,M, in c, trill't, -welcher letzteroPunkt 
xaglcich im Kreise M^ liegt; sodann ziehe man 
ferner den Durchmesser nf, und sofort die Gerade 
fA, die dem Strahle ^b, im Punkte a, begegnet. 
Welcher zugleich dem Kreise M, angehört (§. 12, 
Ikll-)- B*> ^üi'l alsdann sowohl die zwei Punkte n 
itnd b,, als b nnd a,, als b und c, potenzhalf ende 
ipimkte in Bezug nuf den Aehnllchkeitspnnkt A 
'{f. 17} !■); zieht m:ui daher weiter die zwei Paar 
Sehnen ab nnd b,c, (diese verlängert), bb und o,(,, 
<irelche sich in p, q schneiden, und zieht endhch 
'äie Gerade piit, so ist diese die gemeinschaftliche 
Secanto der gegebenen Kreise (f. 17, II.), und 
Bftchneidet den üülfskreis M in den in der Aufgabe 
igeforderten Punkten r, i, 

Anmerkung. 1. Würde aiifser den voraus- 
l^setzten Beschränkungen der nülfsmittel noch 
Mob Bedingmig hinzugefügt, man solle von dem 
Kreise M^ aufacr dem Punkte b, (und dem Wit- 
^punkte M^ keinen anderen Punkt benntzen, 
diefs etwa durch irgend obwaltende Hindcr- 
je bedingt, so könnte man der Aufgabe mittelst 
; andern Kreises M allein anter andern wie 
Ifelgt genügen, \achdcm man, auf dieselbe Weise, 
9 vorhin, mittelst der Geraden b,b, b,c dicAuhn- 
F 2 
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licbkeitspiinkte ^, /, so wie die Sclmeidepunkte 
a, t gefunden hstte, fände man mittelst des Strnlils 
^t den Punkt b und mittelst des Strahls b/ den 
Punkt fii sodaun mittelBt der Sehnen ali und tQ 
den Punkt p, und mittelst der Sehnen tsQ und br 
den Punkt t; uud alsdann lügen diese Pankle p, t 
in der gemeinscbaftlichen Seconto rä der beiden 
gegebenen Kreise il/, M^ . Die Gründe, auf wel- 
cbeu die Richtigkeit dieses Yerfabrene bembt, 
sind leicht aufzufinden {2ä Kapit.). 

2. Wenu die gefundene Gerade ptt den Kreä 
31 nur berillirt, oder ilm gar nicht trifft, so 
dicrs an, dafs auch der Kreis Jll, ihn berührt, od< 
ihn gar nicht trifft. 

Zweiter Fall. Wenn die zwei Kreise bloflr 
der Grüfse und Liige nach gegeben sind. E 
seien z. B. ^„ J/, (Fig. 24.) die Mittelpunkt, 
und etwa M,a,, M.,c^ die Radien der zwei gegfr 
bencn Kreise. 

Dieser Fall kann unter andern dadurch gelSat 
werden, dafs man die gemeinscbaftliche SecaatS 
der lieiden gegebenen Kiclse konstruirt, und e» 
dann die gegenseitigen Durcbscbnittepunkte dieser 
Secaute und eines der beiden Kreise sucht. Die-. 
8es kaun z. B. wie folgt geschehen. 

Man ziebe ün UüIfskrciEe M die Durclitnessor 
ai, cd den gegebenen Radien jW,«,, M^c^ parat 
lel, und snche sofort die Aeholicbkeitepiiskte A^ 
und /j, Ai und /, der Kreispaure St und Ttf,, 
M und ^„. Iliernuf konstruire man, durch Hülfe 
der Achnlichkcil^Epunktc A^ und /«, den mit cd 
und also auch mit e^M.^, parallelen Durchmesser 






iiiileUl dei Liuejis u. eitiei feslPii Kreises. g^ 

,(/, des Kreises .V, (§. 12, lll.)i uu<l bcstimuiu 
lleioliomcise den znoiteti Endpunkt d, des Durch- 
lessers c^Iil^, Soilanu ziebe man die Geraden 
jC,, rf,«/;, welche den Radius a^M, in *,,/", 
chneiden, und ziehe ferner die Strahlen -^^"1» 
'a y"i» welche dem Durchmesser a^& in <;, y bo- 
e(i;noo, und wo e und^i^yundy, nhnitchliegcnde 
'onktu zu den Krciscii Itfy M, in Bezug auf den < 
Lehnlichkoitspunkt A^ sind. Man ziehe vclt^ 
Ic Geraden ce, ef/y welche den Hulfakrcis JÜT^ 
Eani zweiten Malj in g, h schneiden, und lege 
»fort die Strahlen A^g luid -iji^ A,g und A,/tj 
eiche den Geraden '''jC,, d,il^ beziehlich in den 
unkten g, und h^, g^ und h^ hegcgnen, so lie- 
en diese Punkt« zugleich nuf den Kreisen TV,, 
r„, und zwar Bind sowohl c, und g^, als g^ und 
g, als (/, und A^, als h, und ^j poteuzhaltendo 
tinkte derselben in Bezug auf ihren üufäeren 
Lehnlichkeitspunkt (vi). Denkt man sich also 
citer die Sehnen {g,/i.,)i (gi^i) gezogen (um die 
r nicht zu überfüllen, sind diese und einige 
)gcnde Lüiien nicht wirklich gezogen worden), 
kd bezeichnet die Punkte, in welchen ele bczieh- 
ih die Durchmesser c^d^, c,rf, schneiden, durch 
dl, und zieht endlich die Gerade {p^), so ist diese 
e gemoinschafl liehe Secontc der Kreise M,, M^ 
\. 17) II.), und es ist somit die vorgelegte Auf- 
ibe anf die vorhergehende (7. Aufg.) zurückge- 
acht, indem nunmehr nur uuch die gegensoiti- 
•o Durchschnlltspunkte der Geraden (pq) und ei- 
•s der beiden Kreise, etwa des Kreises ilf,, zu 
iden nöthig sind. Dieses Icann aber mittelst der 
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bereits vorhandenen Hültslinicn eebr Iciolit ge- 
schehen. Nünilich man ziehe dio Strahlen {^^p), 
(^^q), nenne die Punkte, in welchen sie der Sehne 
(g/i) und dem DurcLinesscr cd bezJehlich begeg- 
nen, (/?)j (y) ; ziehe weiter die Gerade {p^), nenne 
die Punkte, in welchen sie den llülfskrcis M 
schneidet (r), (#) und ziehe endlich die Strahlen 
(^^r), C^3<), Eo werden diese die Gerade ()>4) in 
den der Aufgabe genügenden Punkten r, i treffen. 
Mehrere andere Aufiösungsarten der vorlie- 
gen Aufgabe übergehe ich hier, weil keine einfit- 
chüi- ist, als die eben beendigte. Die eine best^l 
z. B. darin, dafs man die Linien der gleichen Po- 
tenzen (oder gemeinschaftlichen Sccantcn ) der 
Kreispaare M und il/,, Mundil/^ sucht (IrFall), 
und aus ihrem Durchschnittspunktc (ii) «uf dte Axo 
iyi,M^ ein Loth fallt, welches alsdann die ge- 
meinechafl liebe Secante der Kreise ifJ,, JU, ist, 



Hebln rsbemcrkun g. 

Dafs mininchr alle geometrischen Aufgabeii,4 
im engeren Sinne genommen, sidi in der That durch 1 
Hülfe der vorhergehenden acht Aufgaben [%. IS.) I 
behandeln lassen, das heiFst, dafs ihre Autlüsung j 
in einer geringeren oder gröfserea Zusainoien- 
Setzung und Wiederholung der für diese gegebenen 
Kons tratet! oncn besieht, wie verwickelt sie aaoh ' 
iiiimcrhin scheinen mögen, ist leicht cinzusefaen, i 
so dafs also der Zweck dieser Arbeit jetzt als er* 
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tücbl zn betrachten ist. Üio niü^licbkcit iliescr 
Behandluii^ griinilut sich vurnvhmlich auf die vor- 
stvhcndc sicbcato und uclitu Auf(j;Hbc, indem 
nämlich, vio scbon im Ein^n^ bemerkt worden, 
bei der gowühnlicbcn Geometrie die meisten und 
sekwierigsten Aufgaben blofs mittelst dieser bei- 
den gelöst werdcu. Wollte umn aber iu der That 
aUc geometrischen Aufgaben nach der gegenwärti- 
gen Methode, und zwar auf die möglichst einfach- 
ste Art lösen, so dürfte man natürlicherweiae bei 
wisamm engesetzten Konetmctionen nicht Schritt 
ftir Schrift dem Ycrfübron folgen, welches gewühu- 
Uch angewendet wird, wenn der freie Gebrauch 
beider Instrumente, des Zirkels und des Lmeals, 
gestattet ist, sondern man muffte vielmehr darauf 
bedacht sein, die Anflösungen, so viel wie mijglich, 
Bär die hier erlaubten Ilülfgmitfel einfach uuil ha- 
qnem zn machen. In dieser Ilinsicht eind die obi- 
gen soohit ersten Aufgaben selbst als wcscutücbe 
ispielc zu betrachten. Aufscrdein zeigen die 
vorstehenden Aufgaben insgesaumit, dafs es auch 
wie denn in der Geometrie iibcrhau|it, vor- 
lehmlich darauf ankommt, die Eigenschaften 
1er Abhängigkeit der Figuren von einan- 
lor genauer zu orforschen. — losbesondera 
rill ich hier nur noch bemerken, dafs z, B. bei 
jolchcn Anfgabeit, wo verlangt wird: „einem blors 
ker Gröfso mi<l Lage nucb gegebenen Kreise Jf/, 
eder auch einem blofs durch irgend drei Ifedin- 
ingen bcslimniten Kreise ^U,), ein regelmäfsigeB 
Vieleck ein- oder umzusdireihen ', man unter an- 
dem so verfahren kann, dafs mau dieselbe Auf- 
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gal)e vorerst für dea gegebenen Uiilfskreis M 
lostj und Bodaim das gcl'undvne Vieleck, mittelst 
der zu den Kreisen gehörenden AebnlicUkeitspunkte 
A und /, auf den Kreis iV, projiciit u. s. w.j 
viozu die eiligen Konstructiouen biureichende An- 
leitung geben. 

Bei dieser (äelegenbeit füge ich Doch folgende 
Bemerkung hinzu: 

Es scheint, dals ninn im Allgemeinen bis jetzt 
noch zu wenig Sorgfalt auf die gcometriechca 
KoiiBtruotionen verwendet habe. Die hergcbrachtei 
von den Alten uns überlieferte Weise, wonadi 
uian nämlich Aufgaben als gelöst betrachtet, so- 
bald nachgewiesen worden, durch welche Alitt«! 
sie sich auf andere, vorher betrachtete , zoriick- 
führen lassen, ist der richtigen Beurtheilung dea- 
sen, was itiro vollständige Losung erheischt, sehr 
hinderlich. So geschieht es denn aucb, dafs auf 
diese Weise bäu£g KonstructioDcn angegeben ' 
»erden, die, wenu man in die Nothwendigkeit Te^ 
setzt wäre, alles, was sie cinschtiersen, wirklicb 
und genau auszuführen, bald aufgegeben wimle%. 
indem man dadurch sich gewils bald überzei 
inüfstc, dafü es eiuo ganz imdere Sache sei, 
Konstructioncn in der That, d. h. mit den 
strumeuten in der llnnd, oder, um mich des At 
drucks zu bedienen, lilofs mittelst der Zunge 
zufuhren. ") Es llilst sich gar leidit sagen : 



') Ich brauche hierbei s U. nur an die Truliere K«t 
i dMjcni^^ Kreises, »ekher drei gegebvtie 
berühren soll, xu eiinnem. Und dals selbst beim g 
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thuc dos, und dano das, nnd dann jenes; allein 
die Sohnierigkcit, und man Icaim in gewissen Fäl- 
len sagen, die Unmöglichkeit, Konstnictionen, 
welche in einem lioheii Grade zusaniHiciigesetKt 
sind, wirklich su Tollenden, verlauft, dafs man 1 
bei einer vorgelegten Aufgabe gcunit erwöge, 
nelchee von den verschiedenen Verfahren bei der | 
gänzlichen Ausführung dus ciulnchBtc, oder wel- 
ches unter boeondera Umständen <las zwcckniärsig. 
«te sei, ond wie viel von dem, was die Zunge et- 
was leichtfertig ausführt, zu umgehen sei, wenn 
08 darauf ankommt, alle ühertlüssige Rlühe zu 
sparen, oder die grölstc Gvnunigkeit zu erreichen, 
oder den Plan (das Papier), worauf gexctchnet 
wird, mgglichst: zu schonen, n. a. w. Ea käme 1 
also, mit einem Worte, darauf an: „za unter- 
suchen, auf welche Weise jede geome- 
trische Aufgabe, theoretisch oder prak- 
tisch, um einfachsten, genausten oder 
sichersten konstruirt werden könne, 
und zwar 1) welches im Allgemeinen, 2) 
.veicheB bei beschränkten Hulfsmiltel», 
id 3) welches bei obwaltenden Uinder- 
das zwcckuiäTsigstc Verfahren 
Bei." Diese Untersuchung würde also auch so- 
wohl die Mcschcrout'sche als die gcgcnwärllgo 
Konstniotions - Methode umfassen, und es wurde 
latsdann eine Vergleichuug aller Methoden mit 






Uclien Still ulu nie iri Glitt', bei viel einfacheren Aiifgaben, ähn- 
liche |{eisi)iele yorkonimen, daion wird sieh jeder aufmeiit- 
some Leliier teilet Uberaeugcn können. 
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einander eine richtige Kenntnüs ilvr äaclic ge<< 
wahren, uiid gewil's nicht ohnu Interesse für ili« 
Wissenscbaft soiliat sein. Dul's die vorbcrgchen- 
deu Aufgaben ctnas lang acheiiien mögen, darf 
dcfelialh nicht von der gegenwärtigen Methode ali- 
schrocken -, dcnii wenn nian, wie schon gesagt 
den, in der genöfanfichcn Geometrie eben so allc\| 
was zur Konstruction einer ziiaamincngesetztf 
Aufgabe erforderlich ist, wirklich aufifubrt, 
niiuk bald sehen, dar» auch da Vieles gar oi 
S.O einfach ist, als es scheint, wenn die Geschäfte 
blol's mit Worten abgemacht werden. Auch habe 
ich mich bereits überzeugt, dafs man auf dem ge- 
genwärtigen WcgCj und zwar bei onscheineiui 
scliwercn Aufgaben, sogar zu solchen cinfucfaea 
AuäüBuuge» gelangt, welche mit allen beliebigi 
llülfBinittehi weder kürzer noch bcf nemer gemacht 
wei'den kiimien, wie diefs namentUcb durdi die 
nachfolgend eu Ucisiiielc bestätigt werden wird. 

A u Ii a n g. 

Vermischte Aufgaben, nobst Audeulung 

ihrer Lösung mittelst des Lineals und 

eines festen Kreises. 

4. 20. 

Um zu zeigen, wie einfach sich moniJie tat- 
scheuicnd fichwicrige Aufgaben, blol's mitlcl&l des 
Lineals, lösen lassen, wcmi in der Ebene irgend 
ein fcEfer Kreis W gegeben i^t, füge ich hier nocli' 
einige zweckniüfsige Beis]iiele bei. Die Gründo} 
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auf welchen einige der dabei an^eileutetcn Aufio- 
Simsen beniheii, findet man im crutea Tlicil der 
„Systematischen EutwickoInn(( etc.", und 
lUe, auf vclchcn die übrigen bemhcD, verdeu in 
den späteren Theilen desselben Werks entwickelt 
werdcD. Aaraerdem wird dasselbe Werk noch 
viele andere Aufgaben dieser Art cnlbuttc-iij wie 
namentlich im ersten Theil Kchon mehrere vor- 
kooimen, welche alle hier aa wiederholen mir je- 
doch nnnöthig schien. — 

In Betreif der nachfolgenden AuDüsiingen 
ninb ich noch bevonvorten, tlafs der Leser, falls 
ea ihm durum zu thun sein sollte, die beschriebe- 
nen Konstnictionen auf dem l'njtiere wirklich xu 
sehen, sich, nach Anleitung der Auflosung, die 
jcdestualigen erforderlichen Bilder (Figuren) se^ 
ber zeichnen mügc. 

Aufgabe 1. 

gjWenn in einer Ebene zwei beliebige 
Dreiecke gegeben sind, so soll man ein 
drittes finden, welches zugleich dem er- 
stOD um- und dem zweiten eingeschrie- 
ben ist" 

Es seien ByB,^ B^ die Eckpunkte des ersten, 
und Ay A„ A^ die Seiten, und zwar die unbe- 
grenzt verlängerten Seiten des zweiten Dreiecks. 

Man nehme in A einen willliürliGhcn Punkt a 
an, ziehe den Strahl atf, der die Gerade .'7, (beide 
genugsam verlängert) in einem Punkte a, trißl, 
ziehe sofort denStrabl a,li ,, der die A„ in eiucm 
Punkte a, schneidel, nud ziehe endlich deuHtraht 
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iijß^, welcher der -,1 in einctii Punkte u begcg- 
nel. Xun hat die Au%ube offenbar kcincu oodcni 
Zneck, iils den ersten Punkt ii so zu bestimmen, 
dal's der suletzt erhaltene Punkt a mit ihm zu- 
siumnunfällt, indem in diescui Falle das Drt'icck 
aa,aj.a der Aufgabe genügt. Da aber, im Allge- 
meinen, dieses Zusauinienfallcn nieht stnlt ündd, 
sondern a und a zwei verschiedene, aber vnn ein- 
ander sbliiinglge} einander entsprechende Puuklu 
sein Verden, so suche man ähnlicherHcise zu zvei 
audercu, beliebig angenommenen Pimkten b, c iu 
der Goruden A, die ihnen entsprechenden Punkle 
|j, y in der nünilic^en Geraden. Sodann uehmu 
niun im Umfange des Bülfskrei&es 31 irgend vi» 
Punkt P an, und ziehe die Strahlen Pa und J 
Pb und Pjif Pt und P/) die den Kreis (q 
zweiten Mal) bcziehlich in den Punkten » und | 
& uai ß,3 c und ;■, aclmciden; eins dieser Pi| 
teopa^c, X. U. das erste, verbinde man 
weise mit Jedem der übrigen, d. h., man ziehe d 
Geratlen a^, und a,^, die sich in einem Punkts.fj 
60 wie die Gemden a/, und a,c, die sich in einmi' 
Pimkle q ächneideu, ziehe weiter die Gerade P4, 
die den Kruis iV, im Allgemeinen, iu zwei Punk- 
ten r, » sclmeiilctj und ziehe endlich ilic Struldcu 
pTy Pt: SU werden diese die Seite (oder Gerade) 
A iu denjenigen Punkten t, ^ treffen, in wcleheo 
uliein und in der That die Ecke des zu beschrei- 
benden Dreiecks liegen kann, so dufa also dieses 
somit gefunden ist. Demnach giebt es mi Allge- 
meinen zwei Dreiecke rrir^r, iS,S^äj wovon }cüef 
der vorgelegten Aufgabe Geaügo leistet. Wcuu 
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aber insbeBomlerc ilie Gerade pfl den Kreis nur 
berrilirt, so ^ielit es nnr ein, und wenn sie ihn 
gar nicht frilVt, so ^iobt vs icar keiu Dreieclt, 
welches die Bedingungen der Aufgube eifüllt. 

Anuierkung. Ganz eben so wlnl die Anf- 
giibe gelöst, wenn statt der Dreiecke beliebige 
Vierecke, oder Fünfecke «. a. w. gesetzt werden. 

Aufgabe % 
Die gegenseitigen Dnrchschnitts- 
punkte einer gegebenen Geraden und 
eines blota durch 

u) fünf Punkte, oder 

b) ffinf Taugenten 
gegebenen (also nicht gezeichnet vorliegenden) 
Kegelschnitts zu finden." 

Fall a. Es hcifso die Gerade A, luid die 
fünf Punkte des Kegelschnitts Ji, ß„ 31, 30, G. 
— Ans irgend zweien der fünf Punkte, etwa aus 0, 
B, , üehe man Strahlen durch die drei übrigen, 
also die Strablcu BH und B,^i, BB unil B,^y 
BfS und B,Q, und nenne die Punkte, in welchen 
flie (göHigsam verlängert) der Geraden A begeg- 
nen, bezicblich a und a, b und ß, c und ;-. Mit* 
talst dieser drei Punktenpaare suche man sofor^ 
genau auf dieselbe Weise wie bei der vorberge- ] 
faenden Aufldsung {Aufg. I.), also durch Benu- 
tzung des ilülfskreises M, in der Geraden A die 
zwei Punkte r, ^, so sind diese die verlangten 
Sebneidepunkte. Trllft die Gerade pq, welche man 
durch die wettere Konstruction findet, den Uül^ 
lireis JH nicht, so schneiden die gegebene Gerade 
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un<l der Eegelscbnitt einotitler auch nicht; beruh- 
ren sich jene, so Ijoriilircn sich ancb diese, so Hat» 
iii diesetn Falle die l'utikte r und S zusamtnenf allen. 
Fall b. Dieser Fall lafst sich leicht anf dfl) 
ersten bringen, indem man näuilich mittelst des 
Liineals allein die fiinf Punkte finden kaiuij in wd- 
dien der Kegelschnitt von den gegebenen fSif 
Tangenten heriilirt 'wird. (Abbangigk. geotn. 
Gestalten, I. Tbl. S. 152.) 

Aufgabe 3. 
„Diejenigen Geraden zu finden, wel- 
cbe dnrch einen gegebenen Punkt gehen, 
und einen nur durch 

a) fünf Tangenten, oder 

b) fünf Punkte 

gegebenen Kegcischnitt berühren." 

Fall ß. Es heifse der gegebene Punkt B, 
und die fiinf gegebenen Tangenten dea Kegel- 
schnitts ^, ^,, 21, 33, €• Man bezeichne cüe 
Punkte ) in welchen yl und ^i, Ton 91, SSj C ge> 
schnitten irerden, beziehlich durch a und 0, > t 
und b,, c und (,. Man ziehe die Strahlen J/a,t 
Bb,-, Bc, und nenne die Punkte, in ivcJcheQ sie 
die Gerade A treffen, beziehlich a, (?, y. Hin««f 
suche mau auf gleiche Weise, yiie bei den bddM 
vorhergehenden Aufgaben, mittelst der drei Pnnit- 
tenpaare a und «, t) und ß, t und y und des HtiU»* 
kreises 3i, in der Geraden A die zwei Punkte r, 
$, und ziehe sofort die Geraden Bx, Bi, so wer- 
den diese, und zwar diese allein, der Ford» 
rung der Aufgabe genügen. Wenn die Gerade Mj 
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welche diircb die weitere Koustrucfiou ^efiinilen 
wird (siebe Aiifg. I.), den Hülfskreis M uicht 
schneidet, so zeigt diefa uu, tlaTs der gegi'bei 
Punkt B innerhalb des Ke^^'Ischnitts liegt, und j 
mithin die AiifgHbc unmöglich ist; und wenn jene 
Gerade den Kreis berührt, so zeigt diefa an, daTs 
der Punkt im Kugelfichnitte selbst liegt, und mit- 
bin nur eine einzige Gcrude (üi der sich zvei ver* 
einigt hüben) der Aufgabe genügen kaun. 

Fall h. Dieser Fall kann auf entsprechende 

Weise auf den ersten (a) gebracht werden, ivie 

«olcjies bei der vorigen Aufgabe ('i.) statt fand, 

worüber ebenfalls an dem daselbst angeführtoi 

I Orte das Nähere zu finden ist. 



Aufgabe 4. 
„Wenn von einem Kegelschnitte vier 
Punkte und eine Tangente gegeben sind, 
so soll man den Punkt finden, in velchets 
die letztere vom Kegelschnitte berührt 
wird." 

1. Ea hcifse die gegebene Gerade ^, und 
die vier gegebenen Punkte 31, lü}, 6, £>. Man ] 
ziehe durch diese Punkte drei Paar Gerade, ni'uu- 
Uch 3133 und C!S, 9(C und 33^, 9123 und ^(5, nunnc 
die Punkte, in welchen sie der Geraden A begeg- 
nen, beziehlich a und a, b und j^, t und ^, und 
sudie sofort, auf dieselbe Weise, wie bei den vorü- 
bergehenden Aufgaben, in der Geraden A die 
Pnnkte r und €, so wird jeder von diesen der vor- 
n Aufgabe geniigen, so dafs ea also im Ail- 
\a zwei Kegelschnitte giobt, von denen je- 
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der durch die \ier gcppbenen Punkte geht nnd 

gegebeni! Gerade berührt. Die Merkmale, woi 

man erkennt, ob die Antgabe in der TLat iwei, 

oder nur eine, oder gar keine AnSüsung zn- 

I lärst (d. h., ob 2, oder nur 1, oder kein Kcgd- 

[ «chnitt inüglich sei), eind die Dämlichen 

[- den vorhergcli enden Aufgaben. 

II. Um die KonEtniction ctivas abznkürzf 
kann miia bei dieser Aufgabe auch wie folgt vi 
I fahren. Man ziehe nur zwei Paar Gerade (!■ 
etwa SIJB nnd (535, 9i6 nnd SBS, welche der Tan-' 
gentc A in den Punkten tl oud a, b und (i begeg- 
nen, und ziehe sofort aus dem im llülfskreise iV 
, beliebig angenommenen Punkte P (vergl. ^ii%. L 
l die Strahlen Pa nnd Pa, Pb und Pß, veldie d* 
Kreis in a und «,, 6 und ß, schneiden, und ziel 
ferner die Geraden aß, und 6a^, die sich in eine! 
Punkte Pf so nie die Geraden a6 und ct,ß,j di 
sich in einem Punkte t schneiden, lege weiter di 
Gerade ))t, die den Kreis jEf , im AHgcmcinen, I 
zwei Punkten r und t schneiden winl, und uel 
endlich die Strahlen Pr und Pt, so werden dies 
der Geraden A in den gesuchten Punkten i und 
begegnen' 

Aufgabe 5. 
„Wenn von einem Kegelschnitte viel 
Tangenten nnd ein Punkt gegeben sind 
so soll man die Tangente finden, welchi 
den Kegelschnitt in diesem Punkte bc 
rijlirt." 
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Es seien A, B, C, D die gc^ebeuen vier 
Tangenten, und %{ der gegebene Punkt. Es hei- 
ben die Punkte , in welchen A von B, C, D go- 
«olmitteH vinl, bezichlich a, b, (, und die Punkte, 
in velcben D und C, D und B, C und B einan- 
der Echneidcn, bcsieblicli ii,, b,, c,. Man ziehe 
die Strahlen 3Iit,, Sit,, 3Ic,, und nomic die Punkte, 
in welchen sie die Tnngenle A treffen, bczielilich 
a^ j?, y. Sodann suche ninn, auf dieselbe Weise 
wie bisher, mittelst der Puiiktenjiaare a und a, 6 
und |3, c und ;•, in der Geruden A die Punkte r 
uBd@, und ziehe sofort die Strahlen $Ir und^El, so wird 
jeder von diesen der Aufgabe genügen. — Uebrigena 
lassen Eich die zvrä Punkte r, d auch hier durch 
dasselbe abgekürzte Yerfahren finden, vle bei der 
vorigen Aufgabe (Aufg. 1, II.), wozu man näm- 
lich mir zwei der drei Puiiktcii[)aare , etwa a und 
et, 6 und (li nöthig hat. 

»Aufgabe 6. 
„Wenn drei Punkte und zwei Tangen- 
ten eines Kegelscbnittcs gegeben sind, 
BO soll man die Punkte finden, io welchen 
derselbe die Tangenten berührt." 

Man bezeichne die gegebenen Tangenten durch 
£, C, und irgend zwei der drei gegebenen Punkte 
durch a, a. Man ziehe die Gerade na und nenne 
diePimkte, in welchen sie die B und C schneidet, 
b und (?, und suche sodann, auf die nämliche Weise 
xne oben (Aufg. 4, II.), in der Geraden et« (dort 
Ä) die zwei Punkte r und S. Nun lege man fer- 
ner durch den dritten gegebenen Punkt und einen 
G 
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der beiden undeni, a odci' a, eine Gerade, nnil 
obe, auf gain gleiclie ^Veise, in ihr die sewa, 
[-Punkte t, und £,. Sodann zielie man die 
L ißeraileu rt, , r*,, ix, und i6,, so wird jede v( 
diesen insbesondere die Tangenten ff, C 
chen Punkten sclmeiden , in wclcben sie von eine 
und demselben, durch die drei gegebenen PmA 
gehenden, Kegelschnitte berührt werden. Die VOF- 
I jgelegtc Aufgabe lurst demnach im Allgeuieinen 
vier AuflüBungen zu, oder es giebl, im ADgemet- 
ncn, vier Kegelschnitte, welche die ilrei gegettcnes 
Punkte, Bo wie die zwei gegebenen Tangenten, g^ 
■nein huhen. ") Die Aufgabe wird (oder die Kegel- 
schnitte werden) nmnüglich, uenn eins der genann- 
ten Punktenpaare r und &, x^ und g,, nicht statt 
findet. Dieser Fall ISfat sich aber, ohne vorhe- 
rige Konstruction, njimittelltar aus der gegenseiti- 
gen Lage der gegebenen Tünf Elemente erkennen, 
nämlich er findet statt, wenn die gegebenen Punkte. 
I in Kücksicht auf die durch die Tangenten B, € 
' gebUdeten Winkel, in Nebenwinkeln (aber keine 
zwei derselben mit dem Durchschnitte der TaAr: 
genten in einer Geraden) liegen. Besondere od( 
Grenzfalle entstehen, wenn entweder die drei 
gebenen Punkte in einer Geraden, oder zwei d< 
selben mit dem Durchschnitte der Tangente!) 1^ 
C in einer Geraden liegen ; u. s. w. 



') Vergl, Mfinoirr $ar lei Hgnei du secoiid ordrt, p. ' 
par Briatichon, Capitaine d'Artillerie, ancien iikin tie l'U 
Polylechnlque. Parii IS17; \iai Athävg. gtom. OtitaHa 
S. 285. TU I. 
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^H A u f g ii b u 7. 

^f , , VV c II u drei Tangenten u nil zwei 

Punkte eines Kegclsclinitt es gegoheo 
sind, so Eoll man die Tangenten finden, 
welche ilcnsellien in jenen Punkten be- 
rühr en." 

Mau liezeiclinc die gogcI<cnen drei Tnngenlen , 
durch ßj C, /> nnd die gegebenen mci Pniikto 
durch ti) «, nnd ferner die gegenseitigen DnrcH* 
EchnittspunlttG der Tangen tenpuarc B und C, B ' 
und D, C und IJ be/icLüch durch 2>, % 23. Maa 
ziehe die Gerade aa, nnd nenne ilic Pinikle, in 
welchen sie das eine Tangentenpaar, etwa B und 
C schneidet, b und ß, und snclic sodann, in der 
Geraden ac, zn den zvei Pnnktenpiiareii a unil a, 
b und ^, das durch dieselben bestimmt? Punkten- 
paar r und i (Aiifg. 4, II.]. Aebnlichcnvcisc su- 
che man xn dem gegebenen Pnnktcnpaarc, a und a, 
und zu dein Pnnktenpaiire, in irelcbcin die Gerade 
tia von einem andern Tangen leupaarc, etwa vou B 
imd /-', geschnitten wb^, das durch dieselben be- 
stimmte Punktenpaar r, und ä,. Sodann ziehe 
man die Htrablcn :^r nnd :?g, C^r, nnd Qi,, und 
bezeichne die Dnrcbscbnittspnnktc von Xt imd 6r,, 
3>r und öä|, S*^ und Gr,, ^S und Gö,, bezicblioh 
durch ", X, y, s, lunl ziehe endlich die Geraden- 
pnare wa nnd tta, ^a und ^a, ya nnd y«, äh luid 
sor, so «ii-d jedes von diesen, fiir sich genommen, 
der vorgelegten Aufgabe genügen, d. Ii., je zwei 
_Bolche Gerade berühren in den zugehörigen Punk- 
1 a imd a einen bestUnniteu Kegelscbuilt , uol- 
fcher ebenfalls von den dici gegebenen Getadun 
G 2 
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B, C, D Ijerührt wird. Oeiiinacli lärst die Auf- 
gabe, im AUgenieineD, vier AiiQüsiingeu zu, oder 
CS linden vier IkCgelsfituiiHc statt, welche sovoU 
die drei ^e^ebeneu Tangenten, als die zwei gege> 
bcuon Punkte gemein haben, u- s. w. 

Mittelst der lorstebeuden Auf^^abcn (2 bis 7.] 
lu&Een Eich nunmehr Kiich die folgenden Doppr). 
aufgaben, welcbu, wie man bemerken vird, theill 
ZnEammensctznn^en , theilü besondere Fälle von 
jenen sind, leicht läaen. 

Aufgabe a 
„Die gegenseitigen Durchs chnitlR- 
punkte einer gegebenen Geraden udI 
eines KcgelEchnitts, von wclcheni 

a) vierPunktc und eine Tangente, oder 

b) vier Taiigonteit und ein Punkt 
gegeben sind, zu finden." 

Aufgabe 9. 
,, Diejenigen Geraden, die durch ei- 
nen gegebenen Funkt geben und einci 
Kegelschnitt berühren, von welchem 

a) vier Tangenten und ein Punkt, od« 

b) vier Punkte und eine Tangente 
gegeben sind, zu finden." 

Aufgabe 10. 
„Die gegenseitigen Durcbschnilla^ 
punkte einer gegebenen Geraden 
eines Kegelschnitts, von welchem 

a) drei Punkte und zweiTangeuten, odft 

b) drei Tangenten und zirei Punkte 
gegeben Bind, zu finden-" 
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b) ilrci Tangenton unil die Berübrnngs- 
punkte von zwei deFBelbca 
gegebenen Kcgelsetinitts zn finden." 

Aufgabe 15. 

„Uicjenigen GemdcD, welche durch einen 

gegebenen Punkt gehen iiud einen durcb 

a) drei Tangeuten und die BerülirungB- 

p unkte von zwei derselben, oder 
h) drei Punkte und die Tangenten 
zwei dersethcn 
gegebenen Kegelschnitt berühren, ; 
f i u d e n. " 

Wie man sielit, lassen sieb z. B. die Aufgaben 
(8. und 9.) tnittelst der Aufgaben (1. und 5.) k 
die Aufgaben (2. und 'd.) KUFÜckfübreo, ebenso die 
Aufgaben (10. uud 11.) mittelst der Aufgaben (6. 
Und 7.) auf die Aufgaben (2. und 3.) u. &. v.y 
woraus die Zahl der Autlösung, wcicbo jeder der 
gegenwärtigen Aufgaben inügliclierweise zukoni 
könne», leicht zu tindeu ist. 

Aufgabe 16. 
„Wenn von zwei Kegelschnitten zwei; 
geniciuschaftlicbe (oder Durcbschnitts-^ 
Punkte und anfserdem von jedem insbe» 
Doiidere irgend drei Punkte gegeben sind^ 
so soll man ihre übrigen zwei gemein- 
scbuftlichen Punkte, so wie ibre vier g» 
uicinechaftlicbeu Taugcntcu finden." 
• Es mSgeu die Kegelschnitte durch A" und A",, 

ihre gegebenen zwei gemein schuft Hellen Punkte 
durch St, <Z, die übrigen gegebenen drei Punkt« 
des Kcgclschtütls K durch ?1, iB, 6 und dte ätm 
K, durch 31,, !B,, <£,, bezeichnet und die gesacU- 
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ten zwei gcincinscUiiftlicIicn Punkte r, S genannt 
.Verden; üaun kann ilic Aii%ubu iuiUt aiiilcniz. B, 
nie folgt gelöst werden. j 

Man ziehe etwa ilie Geraden 3131 tuid 95®, 
, eut^e die Puiikto a, und b,, c,, in wulclien 
>BieA~, (aurser in di und©) zum zneitonMal scluiei- 
dcn — weldies bekanntlich iiütlelst des Lineals 
allein leicht g;c8cbchcu kann, du fünf Pankte vou 
lÄ", gegeben sind — ziehe sofort die Geradenpaiire 
und a,t>,) ^@ und a,t,, nenne die Punkte, in 
welchen sie sich kreuzen, hozieblich p, q, und ziehe 
■die Gerade ))if, so ist diese eine (der gcj^cbeneu 
%<S zugeordnete) geuicmschuftlicbe Seciuitc der 
»wei Kegelschnitte A", AT,, so dafs bIso mir iioch 
nÖthig ist, die Durchschnitte derselben mit einem 
der letzteren zu linden (Aufg. 2, u.), um die in 
itt Aufgabe verlangten Punkte r, 6 zu liabcn. 

Um andererseits die vier gemeinschaftlichen 
Tangoutea zu tiiulen, nelmic man m der gegebe- 
nen Secauto 9t^ irgend einen Punkt ^^ an (wel- 
cher aber aufserhulh der Kegelschnitte liegt), 
siehe ans demselben nii jeden Kegclsetuiitt zwei 
Tangenten, suche sofort, mittelst des Lineals, die 
Berübrung8|iunkte, a und 6, a, und &,, derselben 
''und ziehe sodauu die Germlcnpaare aa, und M,, 
ti&, imd 6n,, die sieh beziehliuh In den Punkten 
A, / scbnehlcu, welche zugleich die Durchsehn itts- 
punkte der gesuchten zwei Paar gemeiuschuftli- 
«hen Tangenten sind, so data also -diese letzteren 
•■ sofort nach (Aufg. 3.) gefunden werden. 

Eine einfachere Auflösung der vorgelegten 
Aufgabe wcnle ich an einem andern Orte niitthei- 
1^ und heweisCD. 
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Aufgabe 17. 

,,WcnD voD zwei Kegelschnitten K, 
A', zwei geineinachaftlicfae Taugeolen 
y|, .4, und aurserdcm von jedem insbe- 
sondere irgend drei Tangenten, etwaa, 
b, c und a,, ^,, c,, gegeben sind, eu soll 
man ihre übrigen zwei gemeinBcbaftlicben 
THngcnten, bo wie ihre vier gemein- 
echaftlicLvn Punkte finden." 

lleifaeu die Punkte, in welchen A und .J, 
Ton R, fi, c geschnitten werden, bezichliob a, t, < 
mid fl, , b,, c,. Aus jedem der letzteren drei 
Punkte lege man an /i, eine zweite Tangente 
(welcbe nümlich aufs er der schon vorbanden eii 
A, noch statt lindel), nenne die Funkte, in welchen 
sie die A schneiden, beziehlich a, (i^ y, suclio &u- 
fort, mittelst lies Ilülfskrciscs, in der Geraden A 
2u den drei Pnnktenpaareu a und a, b und ßy c 
und y die zwei Punkte T und €, und lege endlich 
aus jedem dicaur l*unkto eine (zweite) Tangcnt« ■ 
HD K (oder Ä",), so werden dieselben auch A', 
(oder K') berühren, und mitbin die gesuchten zwei 
gen) eine choft liehen Tangenten sein. — Die ge- 
meinschaftlichen Punkte der Kegelschnitte werden 
sofort auf eine entsprechende Weise gefunden, 
wie bei der vurigcn Aut'gaiie die gemein schuft li- 
ehen Tangenten. 

Ks lassen sieh nun weiter eine Menge Auf- 
gaben aufstellen, welche aus den zwei letzten <\6. 
und 17.) nnd aus den friUjcren Aiifgiibeu zuMim- 
mengeeetzt sind, wie z. H. die folgenden. 
Aufgabe 18. 
,)Wcnn von zwei Kegelschnitten zwei 



s ao. Anhang. Vermisphto Aufgabi-ii. 105 

emeiDBchaftlichc Punkte uiiil nehstdcm 
ttn jedem insbc^oudere irf^enddreiTnn- 
fenten gegeben eind, bo soll diuu ihre übrt- 
«n genieinschaftlicheo Punkte, ao wie ihre 
[emeinsohaftlichen Taugentea finden." 
l Aafgaho 19. 

„Wenn van zwei Kegolscbnitten zwei 
[emeinscbnftlicbe Tangenten und nebet- 
lem von jedem insliesonderc irj^end drei 
*unkto gegeben sind, so soll man ihre übri- 
gen f^emeinstihaftlicheu Tangenten, so wie 
fcre gcmeinscbat'tlichen Fnnkte finden." 

U. B. W. 

Die Lösung aller solcher Aufgaben hat, wie 
1 obigen Beispiele zur Genüge zeigen, gar keine 
Schwierigkeit, so dars ich es nicht für nöthig er- 
shte, mich weiter darauf einzulassen. Denn man 
vird leicht bemerken, dafs z. B. die An%abe (1S.'|, 
I AUgcmeiueu, zufolge der Endbemerkung in der 
Auflösung von (7,), 16 Fälle mnfal'st, wovon jeder 
inefaesondcre sich auf die Aufgabe (16.) bringen 
läfst. Acbolicb verhält es eich mit (19.). 

Von den Aufgaben über Kegelschnitte will ich 
ihier nur noch das folgende Paar hinzufügen. 
Aufgabe 20. 
„In einen durch irgend fünf Punkte 
(oder durch irgend fünf Bedingungen) ge- 
gebenen Kegelschnitt ein »Eck zu be- 
schreiben, welches zugleich irgend ei- 
nem gegctienen »Eck umschrieben ist 
(d. h., dessen Seiten zugleich, nach be- 
stimmter Ordnung, durch h beliebige gc 
gebene Punkte gehen)." 



J 
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Aufgabe 21. 

„Um einen durcli irgend fünf Tangen- 
ten gegebenen Kegelschnitt ein »Eck zn 
beschreiben, welches zugleich irgend ei- 
nem gegebenen »Seit eingeschrieben ist 
(d. b., dessen Ecken zugleich, nach der 
Reibe, in n beliebigen gegebeneu Gera- 
den liegen)." 

Yoii diesen zwei Aufgaben hat die erste, oder 
viebnebr nur ein beeonderer Fall derselben, eine 
seltene Uerübintheit erlangt, indem uSnilicb die 
bedentendstcn Matheinutiker sich damit beschäf- 
ligt haben. °) Das Aci-faln-en, durch welches die- 
selbe mittelst der hier gestatteten lliiltsuiittel ge- 
löst wenlen kann, besteht der llaujitsaube nach 
z. ß. in folgendem. 

üer Kegelschnitt heifse M^ und das gegebet 
«tCck iVg. Durch irgend drei der fünf gegebenen 
Punkte des Kegel Bcimittcs, die etwa durch «ig, ff„ 
(, bezeichnet werden niügen, ist ein Kreis be- 
stimmt; er iieifse J/,. Zuvörderst lassen sicli 
nun, mittelst des UüIfskreJscs M, die Aelmlich- 
keilspuukte A und / der Kreise jU, J/, linden 
(wozu man von M, nicht mehr als jene i 
Punkte nöthig bat). Alittclst A und / bestüi 
mau irgend zwei neue Punkte des Krt'iscs -If,, 

•) Man sehe KJugels Matlieiiia tischen Wbrier-. 
buch, Th. m. An. KreU, $. 115., S. 1Ü5., und au 
dem die spätem Arbeiten über denBelben Qegeiistuad TOn I 
den niHtheniatikern C rr gönnt, Kiicoiitre, Stri 
Hovhar, BriaackoH, Vanceltt, Lknidtr, etc., in den ' 
Aiinaltt dt Malhtmaliqut,. lom. l und Hil, im I 
Jauriial ite l'Ecale Pol^itcliHiqut, eahitr X., eie. 
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etwa t,, c,. So läfat sich für M, «nd jW„, lia 
vou jedem fünf Punkte gegeben sind, ein l'ro- 
Jectionspubkt (der niiniUcIi in den meisten Füllen 
der DiirclisclinittBpnnkt zvreier gcineiitscliuftliolicn 
Taugenten derselben ist) finden; er heilec /*. 
Mittelst P lind einer gemeinschaftlichen Secante 
von M, nnd J/j, etwa der Secante fljtj, findet 
man sofort das zu M, gehörige //.Eck ..V,, wel- 
ches dem, zu M.^ gehörigen, gegebenen »Ecke iV^ 
entspricht; und sodmm findet man femer, mittelst 
■A und /, Iciclit das zn M gehörige »Eck TV, 
irelches dem, zn i7/, gehörigen, »Ecke iV, ent- 
spricht. Ilicruiif beschreibe man, mittelst des 
Lnneals allein , in <len gezelebnet Torlicgendcn 
Kreia M, ein » Eck 91, w elches zugleich dem ge- 
gebenen »Eck iV umsehrieben ist "), snche sofort, 
mittelst A und /, das ihm in Uezug auf den Aebn- 
lichkeitsiuHiht A (oder /) entsprechende, zmn 
Kreise M, gehörige, «Eck 91,, und sodaim (mit- 
telst P mid a,bj) das diesem entsprechende, zum 
Kegelschnitte M^ gehörige, /t^vk. 'äl,, so wird 
dieses letztere der Forderung der Aufgabe genug 
thim. — Auf entsprechende AVeise kann auoh die 
andere Aufgabe (21.) gelöst werden, 

Anmerkung. Die vorstehenden Aufgaben, 
von der zweite» an, sind, wie man bemerken wird, 
nach dem sogenannten Gesetze der Dualität einan- 
der paarweise zugeordnet, nämlich: 2 mid 3, 4 
lind 5, , 20 und 21. 



*) Dieses geschieht z, B. nach dem Verratiren, we. 
cheH Poneeltt in den Aanalet de Mafhtmaliquei 
lotn. Till., zuerst btknnnt gemacht hat. 
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Aufgabe 22. 

„Wenn irgend ein Punkt n, (Fig. 25.) 
eines Kreises und dessen Mittelpunkt..!/, 
gegeben sind, wovon der letztere jotlock 
als unzugänglich vorauEgesctzt wird, so 
Koll man beliebig viele andere Punkte 
des Kreises finden." Wenn z. B. der Punkt 
jj/i durch irgend einen hohen Gegenstand, etwa 
durch einen Thumi oder Baum etc., der sich auf 
einer kleinen Insel, oder in der ftlitte einer Stadt 
befindet, gegeben ist, so dafs man nicht leicht von 
allen Seiten, durch den Rnum HS hindurch, «t 
demselben gelangen, wohl aber ihn aus dein Punkte 
n, uud BUS anderen Punkten M, A, a, .... se- 
hen kauu, luid wenn verlangt wird, man soll uiu 
das die Insel onigebende Wasser RS, oder nm 
die Stadt einen kreislormigen Weg, Kanal etc. 
benunführon, welcher durch den gegebenen Punkt 
a^ geht, und in dessen Mittelpunkt der Gegenstand 
M, steht: so kann ein Mann allein mit wenig 
Hülfsinitteln , näiiilich mittelst Stäben und einer 
Kette (oder Schnur) von bestinuiiter Länge, 
liebig viele Punkte, durch welche der genai 
Weg etc. fuhrt, wie folgt tindcn. 

Man setze in a, einen Stab und nehme in der 
Richtung ^,<f,t nach weldier M, sicbtbar bt 
Kwei beliebige gleiche Strecken, etwa a,»i = mn. 
und setze iu m, » cbeDfalla Stabe. Auf einem 
ebenen Platze stecke iimn eine Gerade aS ah, 
welche mit a,T»K |iarallcl ist ($.6,1.), setze in 
dem Punkte My den man als Mittelpunkt des 
Uttlfakreises annimmt, einen Stab, der von etoflin. 
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1 dein einen lüadc der Kette befindlichen, Ringe 
JoEO uinacbloasen wird, und nehme Ma = M6 = 
der Li&age der Kette und Betze in a und 6 Stäbe. 
Nun aetze man ferner in jJ, wo stuli diu Geraden 
•iLa und M,3I kreuzen, so wie in /, wo sich die 
vGeraden a,6 und ßJ,M dureliBclinciden, einen 
;Stafa: ao lassen stuU ulsdnun, mit Hülfe dieser 
»Votbereitunt^cn , leicht eo viele Punkte des Krei- 
tf, finden, uls man will. Ucnu mau spanne 
OL. B. die Kette niicb einer boliobigea Kicbtuog, 
etwa naoU c bin, ans, seize liier uiucn Stab, und 
Bpuuie tiie sodami aueli der gerade entgegenge- 
setzten llicbtiing bis d aus, imd setze liier auch 
leinen Stab, so ist sowohl der Ourchsclmitt der 
Geraden Ac und c//, als der Geraden Aii und c/, 
Ibo sowohl c, als r/,, ein Punkt des Kreises M,. 
Fänden solche Hindernisse statt, dafs man 
nicht über den Raum It hinwegsehen, also nicht 
A und / nach c, sehen künntc, so würde 
inau vorerst nur die erforderliche Menge vunPiink- 
iteu längs des sichtbaren Rogens «,«/, bestimmen, 
d sodann den Hülfskreis anderswo annehmen, 
I einen neuen Bogen zu erhalten, oder um den 
Torigen zu verliingorn, und so würde man fortfah- 
ven, bis der Kreis M, vollständig wäre. 

Wären, anstatt des Mittelpunkts M, des zu 
Jconslruirenden Kreises und des einen Punktes 0,, 
1 dem Umfange desselben, irgend drei Punkte des 
letzteren, etwa 0,, <^,, e,, gegeben, so lierse sich 
1 Aufgabe z. B. folgcndergestalt lösen. 

Man stecke irgend ein Dreieck ade ab, dessen 
leiten den Seiten des gegebenen Dreiecks Aic/i^, 
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bßzicliHoli paniUcl sind; Bliche den Mittelpunkt . 
des Kreises ade (d. b. des dein Dreiecke ade \ 
scliriebencn Kreises), so \i\e die Aebnllclikeilj 
punkte ^, I ilerKreise w/c, a^d,e„ und vc 
sodann eben so wie oben. Um niiinlich z. B. i 
Gerade ar/ ii)it der durcb die zve'i Punkte a, ' 
d, gegebenen Cäcradcua,«/, [inrallel zu Kicbea, i 
es uülbig, die lotztore über einen ibrcr Eadpm 
binans zu verlängern , uin in dieser Terläugu 
zwei gleiche Strecken annehmen zu können j ' 
Torhbi die Strecken a,»* = mu. Dieses TvrlS^ 
geren ist aber bekanntlich ancb in denijei 
Falle inüglich, vo weder e'nier der boideit %m 
pnnkte «,, tl, aus dem aitdeni zu sehen, noch i 
zwischen ihnen befindlicbc Strecke (von n, bis < 
zugänglich ist, sondern wenn nur dieselben tob d 
Seite her, wie ct^ia aus B, sichtbar sind. ") Gla 
(^esgilt von den übrigen Scitenpa(irena«iuidfi,«,^ 
äe und ti,e,. Die einander iUmUclien Dreiecke 
a,(i,e,, ade sind alsdann cntncdcr gleichlie- 
gend oder UDgleicbliegcnd; im ersten Falle, 
welcher üi der gcgcnwiirtigen Figur statt ßnde*, 
schneiden sieb die tieraden, welche durch die cnl' 
sprechenden Ecken der Dreiecke gehen, wie etwa 
die Geraden a,a und il,d, im ünfseren Aehn- 
lichkeitspunkte A, u. s. w. — 



1) Man sehe „Hanilbuch des Feldmess 
Nirellirens" vun Crtllt, Berlin ISZQ, §. «7, S. J16. ^ 
unter andein auch diese Aufgabe mit Umsiclit beiianddt w 



Berlin, gedruckt bei Johann Friedrich Starcke. 
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